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Given an irreducible character x of a finite group G the problem is how to 
calculate the Schur Index of x over a number field. By results of Brauer one can 
restrict oneself to solvable groups of a very special type, and by means of global 
class field theory the problem can be reduced to the case where the ground 
field is a local field. We also use the concept of a k-primitive character which 
was introduced by Roquette. The main part of this paper then deals with the 
calculation of Schur Indices of irreducible characters over p-adic fields. Finally, 
we mention how two well-known results of Solomon and Fong can be derived 
from our considerations. 
$0. EINLEITUNG 
1. Im folgenden sei: k, ein K&per der Charakteristik 0; Q, die 
algebraisch abgeschlossene Htille von k; G, eine endliche Gruppe; x, ein 
irreduzibler Charakter von G tiber Q. 
Ein K&per L zwischen k und 9 heil3t ein Zerfiillungskiirper von ,y, wenn 
die zu x gehijrige Darstellung mit Koefhzienten aus L geschrieben werden 
kann. In diesem Fall nennen wir x such realisierbar iiber L. Mit k(x) 
bezeichnen wir den Korper, der aus k durch Adjunktion der Charakter- 
werte x(g) fur alle g aus G entsteht. 1st L ein Zerfallungskorper von x, so 
gilt k(x) C L. Im allgemeinen ist aber k(x) selbst noch kein Zerfallungs- 
k&per von x. Schur hat in seiner Arbeit [13] gezeigt: Zu x und k existiert 
eine nattirliche Zahl s = sk(x) mit den folgenden zwei Eigenschaften: 
(i) Fur jeden Zerfallungskbrper L von x ist s ein Teiler von L : k(x). (ii) 
Es gibt Zerfallungskorper L von x mit L : k(x) = s. Man nennt s&(x) den 
Schurschen Index von x tiber k. Im AnschluB an den obigen Satz hat 
Schur die Aufgabe gestellt, die nattirliche Zahl s*(x) aus der Gruppen- 
tafel von G zu bestimmen. 
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Es sol1 hier dargestellt werden, wie man diese Aufgabe behandeln kann, 
wenn k ein Zahlkorper ist. Die vorliegende Arbeit stellt eine etwas gedrang- 
tere und erganzte Fassung der Dissertation des Verfassers dar, die auf 
Anregung von Professor Roquette entstanden ist. Herrn Professor 
Roquette miichte ich such an dieser Stelle dafiir vielmals danken. 
Bei der Behandlung der obigen Aufgabenstellung werden im wesent- 
lichen zwei Hilfsmittel benutzt: Klassenkbrpertheorie und die Theorie 
der induzierten Charaktere. Vermoge globaler Klassenkijrpertheorie 
kann zunachst angenommen werden, dal3 k ein lokaler K&per ist. Ferner 
ist es miiglich, sich auf Gruppen eines sehr speziellen Typus zu beschran- 
ken, wenn man die Schurschen Indizes der absolut-irreduziblen Charak- 
tere einer endlichen Gruppe beziiglich k aus der Gruppentafel berechnen 
will. In 41, Abschnitt 2, werden wir die Reduktion auf elementare Gruppen 
erlautern, die auf Brauer [2] zurtickgeht. In Abschnitt 4 desselben Para- 
graphen wird die Struktur der noch zu untersuchenden elementaren 
Gruppen weiter eingeschrdnkt. Dabei stiitzen wir uns auf eine Methode, 
die Roquette in seiner Arbeit [12] verwandt hat. Welche Voraussetzungen 
man dabei schlieglich tiber die Gruppe G und den absolut-irreduziblen 
Charakter x von G, dessen Schurscher Index iiber k gesucht ist, machen 
kann, ist in 1.4.3 dargelegt. Es wird sich insbesondere zeigen, da13 der 
gesuchte Schursche Index s&) gleich dem Schurschen Index eines ver- 
schrankten (Algebren-)Produktes J’ ist, dessen Gestalt auf einfache Weise 
mit der Gruppenstruktur von G zusammenhangt. Es bleibt die Aufgabe, 
den Schurschen Index von I’ aus der Gruppentafel von G zu bestimmen. 
Fur den Fall, daD k der Kijrper der reellen Zahlen ist, haben bereits 
Frobenius und Schur [6] explizite Formeln fur den Schurschen Index eines 
absolut-irreduziblen Charakters gefunden. Daher bildet der Fall eines 
p-adischen Grundkorpers den Hauptgegenstand unserer Betrachtungen. 
Wir werden ihn in 92 ausfiihrlich behandeln. Fur k = Q, hat Witt [16] 
unter Benutzung seiner Verlagerungstheorie fur Algebren Formeln fur 
die Hasse’sche Invariante und damit such fur den Schurschen Index von r 
angegeben. Diese haben jedoch eine etwas weniger explizite Gestalt als die 
Formeln, welche wir in $2 unter Vermeidung der Verlagerungsabbildung 
herleiten werden. Unsere Ergebnisse haben wir in 2.7.1 zusammen- 
gefal3t. 
In $3 zeigen wir noch, wie sich die bekannten Resultate von Solomon 
[ 151 und Fong [5] aus unseren Uberlegungen ergeben. 
2. Urn uns spater darauf beziehen zu konnen, beginnen wir mit 
der Zusammenstellung einiger allgemeiner Tatsachen i.iber den Schurschen 
Index: 
0.2.1. Jedem Charakter x von G, der zu einer irreduziblen Darstellung 
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von G iiber Q gehiirt, entspricht ein eindeutig bestimmter einfacher Bestand- 
teil 91 von kG mit x(N) + 0. % hat das Zentrum K = k(x).l 
Als einfache k-Algebra ist 2I isomorph zu einem vollen Matrixring 
iiber einem Schiefkijrper 6: 
Dabei ist 6 bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt als der Endomor- 
phismenschiefkorper des zu ‘8 gehbrigen irreduziblen Darstellungsmoduls 
M von G iiber k. G hat das gleiche Zentrum wie %, namlich K = k(x). 
Die Dimension eines Schiefkorpers tiber seinem Zentrum ist bekanntlich2 
eine Quadratzahl, also gilt 
6 : k(x) = s2 (2) 
mit einer natiirlichen Zahl s. Die Zahl s ist dabei nichts anderes als der 
Schursche Index s,(x) von x tiber k. Es gilt namlich (vgl. etwa [3, Seite 
4651): 
0.2.2. Genau dann ist x iiber L realisierbar, wenn L ein Zerfiillungskkiirper 
fiir die zentraleinfache Algebra ?l iiber K ist. 
Nach der Theorie der zentraleinfachen Algebren, ist nun der Grad 
L : K eines Zerfallungskiirpers L der zentraleinfachen Algebra 2I i.iber K 
teilbar durch den Schurschen Index von ‘%. Ferner existieren immer such 
ZerfSillungskiirper von ‘8, deren Grad gleich dem Schurschen Index von 
!?I ist. 
Zu dem einfachen Bestandteil ‘% von kG, welcher x nach 0.2.1 zu- 
geordnet ist, gehiirt eine irreduzible Darstellung von G iiber k. Ihre Spur 
bezeichnen wir mit xk . 
Umgekehrt kann man von einer irreduziblen Darstellung U von G tiber 
k mit der Spur # ausgehen. Wir nennen # einen irreduziblen k-Charakter 
von G.3 Die irreduzible Darstellung U werde vermittelt durch den ein- 
fachen kG-Modul M. Wir betrachten die Konstantenerweiterung 
MS, = M@,Q. (3) 
Mn vermittelt eine Darstellung von G iiber LR, die jedoch im allgemeinen 
‘Vgl. [9, Seite 11. 
* Vgl. etwa [4, Kap. II, $4, Satz 151. Fiir die im folgenden benutzten Grundtatsachen 
iiber einfache Algebren siehe such [l]. 
3 Allgemein bezeichnen wir jeden Charakter von G, der zu einer Darstellung von G 
iiber k gehiirt, als k-Charakter von G. 
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nicht mehr irreduzibel ist. 1st x der Charakter eines irreduziblen Bestand- 
teiles des QG-Moduls Mo , so gilt mit s = .sR(x) 
* = s c x”. 
Hierbei erstreckt sich die Summation tiber alle Automorphismen u von 
k(x) tiber k, und x” ist der irreduzible 1;2-Charakter definiert durch 
y(g) = x(g)” fur alle g aus G. 
0.2.3. Ein irreduzibler k-Charakter # von G zerfiilit iiber Q in die ver- 
schiedenen k-Konjugierten x0 eines irreduziblen LACharakters x von G. 
Jedes x0 tritt dabei mit derselben Vielfachheit s auf Die natiirliche Zahl s 
ist der gemeinsame Schursche Index der x0 iiber k.4 
Umgekehrt haben wir oben gesehen, daB jedem irreduziblen O-Charak- 
ter x von G ein irreduzibler k-Charakter xlc entspricht. Fur Xk gilt dann die 
Zerlegungsformel(4) mit 4 = xlc . 
1st 6 der Charakter einer beliebigen Darstellung von G tiber Sz, so 
definiert man die Spur Spk(6) von 8 iiber k durch 
Sp,(B) = c 80. (5) 
Zu summieren ist dabei tiber alle Elemente u der Galoischen Gruppe 
von k(@/k. Mit dieser Bezeichnung kann man die Zerlegungsformel (4) 
such folgendermaBen schreiben 
xk = sk(d sPk(x)* (6) 
1st 6’ wieder ein beliebiger Q-Charakter von G, so ist Sp,(@ ein Q- 
Charakter von G, welcher auf G nur Werte annimmt, die samtlich in k 
liegen. Spk(@ ist aber im allgemeinen kein k-Charakter von G. Es gilt 
namlich: 
0.2.4. Ist x ein irreduzibler Q-Charakter von G und m eine natiirliche 
Zahl, fiir welche m Sp,(x) ein k-Charakter volt G ist, so ist der Schursche 
Index s& ein Teiler von m. 
Urn 0.2.4 evident zu machen, ftihren wir folgende Schreibweise ein, die 
wir such spater noch verwenden wollen: 1st v ein k-Charakter von G, so 
bezeichnen wir mit (v, I/I, k) die Vielfachheit, mit welcher der irreduzible 
k-Charakter # in v vorkommt. Mit (0, 0’) bezeichnen wir wie tiblich das 
skalare Produkt zweier beliebiger Charaktere 0 und 0’ von G. Aufgrund 
4 Vgl. [3] oder [9, Seite 4 ff]. 
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der Orthonormalitatsrelationen der absolut-irreduziblen Charaktere von 
G gilt 
v, x9 J-3 = (6 xl (7) 
fur jeden JLCharakter 6’ und jeden absolut-irreduziblen Charakter x von 
G. Mit den obigen Bezeichnungen folgt aus 0.2.3 die Beziehung: 
(% xl = Sk(X)(% Xa 9 w. (8) 
Urn nun 0.2.4 nachzuweisen, hat man die Formel (8) nur auf den k- 
Charakter Y = m Sp,&) anzuwenden. 
3. Wir setzen jetzt voraus, da13 k ein Zahlkbrper ist, d.h. eine end- 
lithe Erweiterung des KSrpers Q der rationalen Zahlen. Ftir jede Prim- 
stelle p des Zahlkijrpers k bezeichnen wir mit k, die komplette Hiille von 
k in bezug auf die durch p definierte Bewertung von k. Es sei J& der 
algebraische AbschluD von k, . Im folgenden legen wir eine feste Ein- 
bettung von 1;2 in 52, zugrunde. Mit ‘$ bezeichnen wir die eindeutige 
Fortsetzung der Primstelle p von k auf K = kh) innerhalb Sz, . Die 
komplette Htille Kq von K beztiglich !$I ist dann der Teilkbrper k+,(x) von 
Q P’ 
Den Charakter x kiinnen wir such als irreduziblen S2,-Charakter von 
G ansehen. Daher hat es Sinn, von dem Schurschen Index srp(x) von x 
fiber dem K&per k, zu sprechen. Nun ist 
sqP(x) = Sk&d(X) = Sk,(X). (9 
Daher ergibt sich nach dem Hauptsatz aus der Theorie der zentralein- 
fachen Algebren i.iber einem Zahlk6rper6 
0.3.1. Der Schursche Index s& ist das kleinste gemeinsame VieIfache 
der Schurschen Indizes sDp(x) fiir ale Primstellen p von k (einschliel3lich der 
archimedischen). 
Nach 0.3.1 gentigt es also, fur jedes p den Schurschen Index von x tiber 
k, zu bestimmen. (Es wird sich dabei zeigen, da13 fur alle die nicht-ar- 
chimedischen p, welche nicht in der Gruppenordnung von G aufgehen, 
der Schursche Index stets gleich 1 ist; siehe $2.) Im weiteren kiinnen wir 
daher voraussetzen, da@ k selbst schon die komplette Hiille eines Zahl- 
6 Es handelt sich urn den Satz von Hasse-Brauer-No&her, vgl. Dewing [4, Algebren, 
Kap. VII, 55, Satz 61. 
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kiirpers beziiglich einer Primstelle p ist. Wir haben dann folgende Fllle 
zu unterscheiden: 
(i) k ist der Kiirper C der komplexen Zahlen. Dann ist stets s&q) = 1. 
(ii) k ist der K&per R der reellen Zahlen. In diesem Fall liefert ein 
Ergebnis von Frobenius und Schur [6] eine vollsttindige Antwort: Wir 
definieren eine Invariante c = c(x) von x, indem wir c = 1 setzen, wenn 
x realisierbar ist iiber R, c = - 1, wenn x nur relle Werte annimmt, aber 
nicht iiber R realisierbar ist und c = 0 sonst. Dann gilt die folgende 
Formel: 
c(x) = g-f 1 x(P) (10) 
wobei iiber alle Elemente g aus G summiert wird.6 
(iii) k ist ein p-adischer K&per, d.h. eine endliche Erweiterung eines 
rational p-adischen Kiirpers Q, . Dies ist der Fall, den wir in $2 zu 
untersuchen haben. 
$1. REDUKTION AUF TRBUE, k+wMITIvE 
CHARAKTERE ELEMENTARER GRUPPEN 
In diesem Paragraphen bezeichnen wir mit k wieder einen beliebigen 
K&per der Charakteristik 0. 
1. Wir betrachten eine endliche zyklische Gruppe A und eine 
endliche Gruppe g, welche auf A operiert, so dal3 A als g-Modul angesehen 
werden kann. 1st u E g, so bezeichnen wir mit a0 die Wirkung von u auf 
die Elemente a von A. 
Wir denken uns die zyklische Gruppe A auf irgendeine Weise 
L: A--+QX (1) 
eingebettet in die multiplikative Gruppe SZa des algebraischen Abschlusses 
JJ von k. Dann ist cA eine Gruppe von Einheitswurzeln in s2 und der 
K&per k(LA) ist eine galoissche Erweiterung von k. Der g-Modul A habe 
nun die folgende Eigenschaft: Zu jedem u E g gibt es einen Automorphis- 
mus rS von k(LA)/k mit 
6(a”) = 6(ay fiir alle a E A. (2) 
6 Ein einfacher Beweis fiir (10) wurde in [lo] gegeben. 
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Dabei bedeutet a(@ das Bild der Einheitswurzel l(u) unter dem Auto- 
morphismus 5. Man iiberlegt sich leicht: Gilt (2) beziiglich der Ein- 
bettung I von A in SZX, so gilt (2) such beziiglich jeder anderen Einbettung 
K von A in Qx. Hat der g-Modul A die Eigenschaft (2), so sagen wir, er sei 
vertriiglich mit k. Fiir einen mit k vertr&lichen g-Modul A definiert die 
Abbildung 
a-f? (3) 
einen Homomorphismus der Gruppe g in die Galoisgruppe von k(cA)/k. 
Jetzt sei H eine endliche Gruppe und q eine Primzahl. Wir nennen die 
Gruppe H elementar, wenn sie sich darstellen lgl3t als Gruppenerweiterung 
H = t-4 9, cu.,) (4) 
einer zyklischen Gruppe A mit einer q-Gruppe g zu einem Faktoren- 
system c,,, . Gibt es eine Darstellung (4) von H, bei welcher auDerdem der 
g-Modul A vertrtiglich mit k ist, so nennt man H k-elementar. 
Aus der Definition erkennt man leicht: 
1.1.1. Jede Untergruppe und jede Faktorgruppe einer elementaren (bzw. 
k-elementaren) Gruppe ist wieder elementar (bzw. k-elementar). 
2. Mit Hilfe des Induktionssatzes von Berman-Witt geben wir 
jetzt einen Beweis eines Satzes von Brauer, der die Bestimmung des 
Schurschen Index zurilckfiihrt auf den Fall, dal3 die Gruppe elementar 
ist. Vorher wollen wir noch einige Bezeichnungen fixieren: 
1st H eine Untergruppe von G und 7 ein Charakter von H, so bezeichnen 
wir mit T/(T) den von r] auf G induzierten Charakter von G. 1st V ein 
Darstellungsmodul von H iiber k mit dem Charakter r], so ist ~~~(7) der 
Charakter des Darstellungsmoduls kG & T/ von G iiber k. Der Indu- 
zierte eines k-Charakters von H ist also ein k-Charakter von G. Fiir einen 
beliebigen Charakter 8 von G bezeichnen wir mit ~~“(0) die EinschrHnkung 
von 0 auf H. 1st 8 ein k-Charakter von G, so ist pHG(0) ein k-Charakter von 
H. Es gilt die Beziehung 
TGHhG(e> q) = eTGH($ (5) 
fiir alle Charaktere 0 von G und alle Charaktere 7 von H.’ SchlieDlich 
vereinbaren wir noch: 1st q eine Primzahl, so nennen wir die hiichste 
q-Potenz, welche eine gegebene natiirliche Zahl m teilt, den q-Bestandteil 
von m. 
7 Curtis-Reiner [3, Seite 2681. 
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Fur unsere Zwecke formulieren wir nun den Satz von Brauer folgender- 
magen? 
1.2.1. (i) 2% jedem irreduziblen SZ-Charakter x von G und jeder Prim- 
zahl q gibt es eine k(x)-elementare Untergruppe H von G und einen ir- 
reduziblen Q-Charakter 5 volt H, so day gilt 
@P&O, PH’(x)) 9 0 mod 4 (6) 
d.h. das skalare Produkt der Spur von t iiber dem Kiirper k(x) mit der 
Einschrtinkung von x auf H ist teilerfremd zu q. 
(ii) Ist fiir eine beliebige Untergruppe H von G und einen irreduziblen 
SZ-Charakter 5 von H die Bedingung (6) erfullt, so ist der q-Bestandteil des 
Schurschen Index von x iiber k gleich dem q-Bestandteil des Schurschen 
Index von g iiber dem Kiirper k(x). AuJerdem ist der Kiirpergrad 
k(x, 5) : k(x) teilerfremd zu q. 
Beweis. Zur Abkiirzung setzen wir im folgenden K = k(x). Nach dem 
Induktionssatz von Berman-WitP existiert eine Darstellung 
(7) 
des 1-Charakters von G mit K-Charakteren qr K-elementarer Unter- 
gruppen Hi von G und ganzen Zahlen ai . Multiplikation von (7) mit x 
ergibt wegen (5) die Beziehung 
Fur die Vielfachheiten, mit welchen x in (8) auftritt, ergibt sich dann nach 
Anwendung des Frobeniusschen Reziprozitatsgesetzes1° 
(9) 
Nicht alle Summanden auf der rechten Seite von (9) kiinnen teilbar durch 
q sein, daher gibt es ein H = Hi , so da13 fur q = vi gilt 
(wHG(x)~ P~~(x)) 9 0 mod 4. (10) 
Der Q-Charakter 9 = qpuG(x) von H nimmt auf H nur Werte aus 
8 Vgl. Brauer [2]. Tatstihlich stellt 1.2.1 eine leichte Versch%fung des Satzes von 
Brauer dar. Vgl. such Solomon [15] und Curtis-Reiner [3, Seite 476 ffj. 
s Siehe z.B. Cur&-Reiner [3, Seite 3021. 
lo Siehe etwa Curtis-Reiner [3, Seite 2711. 
68 LORENZ 
K = k(x) an, folglich ist (0, @) = (0, [) fur jeden absolut-irreduziblen 
Charakter .$ von H und jeden Automorphismus u von K(@/K. Wegen (10) 
mul3 es daher mindestens ein .$ geben mit 
(SP&L pHG(x)) + 0 mod q. (11) 
Damit ist Teil (i) von Satz 1.2.1 bewiesen. 
Wir nehmen jetzt an, dal3 fur eine Untergruppe H von G und einen 
irreduziblen J.X!harakter [ von H die Bedingung (11) erfiillt ist. Da die 
Werte x(g) von x fur alle g aus G in K liegen, so gilt 
(SPK(S)Y fH”(X)) = (K(f) : K)(L P‘Y”(X)) (12) 
mit K(s) : K als der Anzahl der tiber K zu 5 konjugierten Charaktere von 
2% Nach (11) ist die linke Seite von (12) teilerfremd zu q. Also folgt aus 
(12) 
(5, mG(x)) + 0 mod q (13) 
sowie 
(K(f):K)* 0 mod q. (14) 
Aus (14) folgt schon die letzte Behauptung von (ii), denn wir hatten 
K = k(x) gesetzt. 
Zu .$ gehijrt iiber K der K-Charakter fK. Fur den von diesem auf G 
induzierten K-Charakter Tag gilt nach w,(8) 
Setzt man in der linken Seite & = s&) Sp&) ein (vgl. die Formel (6) 
aus 90) und wendet anschliel3end das Frobeniussche Reziprozitatsgesetz 
an, so erhalt man 
&)(SP& ,%“(X>) = dd(TGH&)> XK 3 K). (16) 
Wegen K = k(x) ist nun So = s&y) nach Definition des Schurschen 
Index, also folgt aus (16) unter Benutzung der Voraussetzung (11): Der 
q-Bestandteil von s&) teilt s&). 
Urn zu zeigen, dal3 umgekehrt der q-Bestandteil von s&) den 
Schurschen Index sK(x) teilt, betrachten wir den K-Charakter 
xK = Q(X) Sp&) = s&&y. Seine Einschrankung pHG(xK) = sk(x) pHG(x) 
ist ein K-Charakter von H, folglich ist nach 0.2.4 der Schursche Index 
.T&) ein Teiler von So (pHG(x), 0. Nach (13) ist (pHG(x), ,$) aber teiler- 
fremd zu q. Damit ist Satzt 1.2.1 bewiesen. 
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Aufgrund des Satzes 1.2.1 bietet sich der folgende Weg an, den Schur- 
schen Index s&) des irreduziblen Charakters x beziiglich k aus der 
Gruppentafel von G zu bestimmen: Es sei q eine gegebene Primzahl. Man 
betrachte die elementaren Untergruppen H von G. Fur jedes H kann man 
die absolut-irreduziblen Charaktere von H aus der Gruppentafel von H 
bestimmen. Nach Aussage (i) des Satzes 1.2.1 gibt es mindestens ein 
H, <, so da13 die Beziehung (6) erfiillt ist.ll Kann man nun den Schurschen 
Index von t tiber dem K&-per k(x) aus der Gruppentafel von H bestimmen, 
so ist aufgrund der Aussage (ii) des Satzes 1.2.1 such der q-Bestandteil des 
gesuchten Schurschen Index von x iiber k bekannt. In diesem Sinne ist 
also das Problem, den Schurschen Index einer absolut-irreduziblen 
Darstellung von G iiber den endlichen Erweiterungen eines Korpers k 
explizit aus der Gruppentafel von G zu bestimmen, zurtickgefiihrt auf den 
Fall, da13 G elementar ist. 
3. Wir wollen jetzt den Begriff der k-Primitivittit eines absolut- 
irreduziblen Charakters erlautern. Hierfiir sei G wieder eine beliebige 
endliche Gruppe und x ein absolut-irreduzibler Charakter von G. Mit 2l 
bezeichnen wir wie in $0 den einfachen Bestandteil von kG, fur welchen 
x(a) f 0 gilt (vgl. 0.2.1). 6 sei der Endomorphismenschiefkijrper des zu 
% gehorenden irreduziblen Darstellungsmoduos M von G iiber k. Wir 
betrachten M als kG-Linksmodul und als 5Rechtsmodul. Der (kG, S)- 
Bimodul M heil3t imprimitiv, wenn es eine nicht-triviale direkte Zerlegung 
von M in 6-Rechtsmoduln gibt, die unter G nur untereinander permutiert 
werden. 1st N einer dieser 5Rechtsmoduln, und bedeutet U die Unter- 
gruppe der Elemente u von G mit uN C N, so hat die genannte Zerlegung 
von M die Form 
M= c rN 
T mod U 
(17) 
wobei die Summationsbedingung “r mod U” andeuten solI, da13 r ein 
Vertretersystem der Rechtsnebenklassen von G modulo U durchlauft. 1st 
eine Zerlegung der Form (17) nur in trivialer Weise mijglich (d.h. nur 
fur U = G), so heiI3t der (kG, 6)-Bimodul A4 primitiv. Den gegebenen 
irreduziblen 0Charakter x, von welchem wir ausgingen, nennen wir in 
dem Falle k-primitiv. 
Der kU-Modul N in (17) ist irreduzibel-sonst ware A4 nicht irreduzi- 
bel-und auDerdem sieht man leicht, da13 er 6 als vollen Endomorphis- 
menring besitzt. Bezeichnet man daher mit 8 den einfachen Bestandteil 
I1 Dariiber hinaus k6nnen wir noch annehmen, daf3 H k(&elementar ist, doch werden 
wir dies im weiteren nicht ausnutzen. 
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von kU, zu dem der irreduzible kU-Modul N gehort, so sind 5X und B 
lihnlich als einfache Algebren iiber k. 1st Q ein irreduzibler Q-Charakter 
von U mit &B) f 0, so sagen wir, x sei k-induziert von c. Wegen der 
Algebrenahnlichkeit von ‘+II und b stimmen die Schurschen Indizes von x 
und 4 beztiglich k miteinander tiberein. AuBerdem gilt k(x) = k(t) auf- 
grund von 0.2.1. 
1st x k-induziert von 5, so folgt aus (17), da13 der k-Charakter xk des 
kG-Mod& M im gewbhnlichen Sinne induziert ist von dem k-Charakter 
& des kU-Moduls N: 
Xk = 7Gu(tk)* W 
Setzt man hierin xk = s&q) Sp,(x), & = ~(4) Sp&) ein und bertick- 
sichtigt sk(x) = ~~(0, so erhalt man 
SPk(X) = TcU(SP,(0) = F TG”(& (19) 
wobei tiber alle ~7 aus der Galoisgruppe von k(f)/k summiert wird. Daher 
gibt es genau ein u mit T~~(&‘) = x. Indem man gegebenenfalls 5 durch p 
ersetzt, kann man 0.B.d.A. annehmen, daB 
gilt, d.h. x im gewohnlichen Sinn von 6 induziert ist. 
1st der (kU, E+Bimodul N wieder imprimitiv, so kann das Verfahren 
fortgesetzt werden. Mittels Induktion nach der Gruppenordnung erhalt 
man: 
1.3.1. Jeder absolut-irreduzible Charakter x einer endlichen Gruppe G 
ist in dem oben angegebenen Sinne k-induziert von einem k-primitiven, 
absolut-irreduziblen Charakter 6 einer Untergruppe H von G. Dabei ist 
k(x) = k(t) und x, 5 besitzen dieselben Schurschen Indizes iiber k. Ferner 
kann angenommen werden, da] 
gilt. 
Urn einzusehen, da13 man sich aufgrund von 1.3.1 im folgenden auf 
k-primitive Charaktere beschranken kann, betrachten wir zunachst die 
absolut-irreduziblen Charaktere 5 aller Untergruppen H von G, fi.ir 
welche gilt 
MD = k(x) und T&$) = x. (22) 
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Ob (22) fur ein gegebenes H, 6 zutrifft, la& sich allein aus der Kenntnis 
der Charakterwerte und damit an Hand der Gruppentafel entscheiden. 1st 
(22) erfiillt, so folgt daraus unter Benutzung des Frobeniusschen Rezi- 
prozitatsgesetzes 
(SPk&% fVfG(X)) = (& pJfG(x)) = (TGYE), x) = 1. (23) 
Nach Teil (ii) des Satzes 1.2.1-und wegen k(x) = k(e)-hat dann aber 
5 tiber k denselben Schurschen Index wie x. Sucht man daher eine Unter- 
gruppe H in G von m6glichst kleiner Ordnung, so daD fiir einen absolut- 
irreduziblen Charakter [ von H die Bedingung (22) erfi.illt ist, so ist einer- 
seits s&) = s&), und andererseits mu13 5 nach Satz 1.3.1 k-primitiv sein. 
4. Wir behalten die Bezeichnungen des vorigen Abschnittes bei, 
setzen aber von nun an voraus, daJ G eine elementare Gruppe ist (vgl. die 
Ausfiihrungen am SchluB von Abschnitt 2). Nach 1 .l .l ist such jede 
Untergruppe H von G wieder elementar. Aufgrund von 1.3.1 und der 
daran anschliefienden Bemerkung kbnnen wir daher annehmen, daD x 
k-primitiv ist. Wir wollen auDerdem noch voraussetzen, da13 x ein treuer 
Charakter ist, d.h. da13 die zu x gehijrende Darstellung D eine treue 
Darstellung von G ist. Sollte namlich x von selbst nicht schon ein treuer 
Charakter sein, so betrachte man den Kern von D in G. Dieser besteht aus 
allen Elementen g aus G mit x(g) = x(1). Der Darstellung D von G ent- 
spricht dann eine treue Darstellung D der Faktorgruppe G = G/K, zu 
welcher der Charakter R gehiire. Bezeichnet man mit g das Bild eines 
Elementes g von G bei der Restklassenbildung G + G/N, so ist a(g) = x(g) 
fur alle g aus G. R ist wieder absolut-irreduzibel und besitzt fiber k den 
gleichen Schurschen Index wie x. 1st x k-primitiv, so gilt dasselbe such 
fur f. Ferner ist mit G such G eine elementare Gruppe, vgl. 1.1.1. Somit 
konnen wir (G, x) durch (G, x) ersetzen. 
Wir betrachten den k-Algebrenhomomorphismus 
l=LX:kG-+% (24) 
welcher jedem Element b aus kG dessen Komponente b, in demjenigen 
einfachen Bestandteil 5!l von kG zuordnet, fur welchen #I) # 0 ist. 
Genau dann ist x ein treuer Charakter, falls L die Gruppe G injektiv in 2I 
abbildet-oder was dasselbe ist-der irreduzible kG-Modul M, welcher 
zu ‘% gehiirt, eine treue Darstellung von G tiber k vermittelt. Es gilt nun 
der folgende Satz 
1.41. Besitzt eine endliche Gruppe G einen treuen, absolut-irreduziblen, 
k-primitiven Charakter x, so gilt fiir jeden abelschen Normalteiler A von G: 
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Die Gruppenalgebra kA van A iiber k wird bei der Abbildung L in (24) 
abgebildet auf einen Teilkiirper L von %. A selbst ist unter L isomorph zu 
einer Gruppe von Einheitswurzeln aus L, und es gilt 
L = k(LA) (25) 
Insbesondere ist A zyklisch. 
Den Beweis dieser Tatsache ftir den Fall k = Q findet man bei Roquette 
[12, Seite 2441. Er la& sich wiirtlich auf allgemeines k iibertragen und 
braucht darum hier nicht wiederholt zu werden. 
Wir wenden Satz 1.4.1 jetzt auf eine elementare Gruppe G mit dem 
treuen, k-primitiven Charakter x an. Nach Definition einer elementaren 
Gruppe existiert in G ein zyklischer Normalteiler C, so dal3 die Faktor- 
gruppe G/C eine q-Gruppe ist. Es sei A ein maximaler abelscher Normal- 
teiler von G, welcher C umfagt. Dann ist g = G/A eine q-Gruppe und A 
stimmt mit seinem Zentralisator in G iiberein.12 Nach 1.4.1 ist A zyklisch. 
Die Gruppe G la& sich demnach darstellen als Gruppenerweiterung 
G = (A, 9, cm) (26) 
der zyklischen Gruppe A mit der q-Gruppe g zu einem Faktorensystem 
c 0.7 3 bestehend aus Elementen von A. Zu jedem u aus g wlihlen wir einen 
Vertreter u, von g in G, so daD ftir alle u, 7 aus g die Relationen 
%% = %&,T (27) 
gelten. Wir betrachten nun die zyklische Gruppe A als g-Modul. 1st 
u E g und bezeichnet man mit a” die Wirkung von u auf die Elemente a 
von A, so ist 
a0 = Qau, (28) 
wobei das Produkt rechts in G gebildet ist. Da A mit seinem Zentralisator 
in G iibereinstimmt, gilt: g wirkt treu auf A. g ist somit isomorph zu einer 
Untergruppe der Automorphismengruppe der zyklischen Gruppe A, 
also ist g insbesondere abelsch. 
Wir setzen v, = L(u,) und betrachten die zu den v, gehorenden inneren 
Automorphismen der Algebra 2X, definiert durch 
b + v,-‘bv, ftir alle b E 9l. (29) 
I* Vgl. hierzu Zasserihaus [17, Seite 1451. 
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Die Elemente von k bleiben hierbei fest, denn sie liegen im Zentrum von 
‘$I. Fiir die Elemente a aus A gilt [vgl. (28)]: 
Qyl‘(U) u, = L(U,l) l(U) L(U,) = ‘(u,luu,) = @). (30) 
Der KGrper L = k(cA) wird daher bei der Abbildung (29) auf sich abge- 
bildet, so da13 der zu u,, gehijrende innere Automorphismus von ‘$I einen 
Automorphismus 6 von L induziert. 1st h ein Element aus L, so sei P das 
Bild von X unter 0. Nach (30) gilt dann: 
Z’,lL(U) v, = L(@ = L(U”) fiir alle a 6 A. (31) 
Dies bedeutet [vgl. (2) in Abschnitt 11, da13 der g-Modul A uertriiglich mit 
k ist. G ist demnach eine k-elementare Gruppe. Der Homomorphismus 
(T -+ ci der Gruppe g in die Galoisgruppe G(L/k) von L/k ist injektiv, weil 
g treu wirkt auf A und L iiber k von IA erzeugt wird. 
Zur Vereinfachung der Schreibweise wollen wir in Zukunft die Gruppe 
G vermijge L mit einer Gruppe invertierbarer Elemente der Algebra (lx 
identifizieren. Die zyklische Untergruppe A von G ist dann eine Gruppe 
von Einheitswurzeln in L C ‘$I und es gilt 
L = k(A). (32) 
VermGge des Monomorphismus u ---f 5 kann man nun g auffassen als eine 
Untergruppe der Galoischen Gruppe G(L/k). Mit K bezeichnen wir den 
Teilkiirper aller Elemente von L, die unter g festbleiben. L/K ist galoisch 
mit der Gruppe g. Wir werden sogleich sehen, dal3 
K = k(x) (33) 
gilt, d.h. K fiber k von den Charakterwerten x(g) der Elemente g aus G 
erzeugt wird. 
Wir betrachten jetzt die k-Algebra 2X. Der Algebrenhomomorphismus 
L in (24) ist surjektiv, daher wird Cu erzeugt von den Elementen h des 
KGrpers K = k(A) und den Elementen q, = L(u,) = u, . Es gelten 
zwischen ihnen die Relationen 
wh = Uo&,, > u,lxu, = h”. (34) 
Aufgrund von (34) ist ‘?I das verschrtinkte Produkt13 des KBrpers L = k(A) 
mit der Gruppe g von Automorphismen von L zu dem Faktorensystem 
c,,, , bestehend aus Elementen von A: 
‘u = CL, 9, c,,,). (35) 
I3 Fiir die Definition verschrbkter Produkte vgl. etwa Deuring [4, Kap. 51. 
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Das Zentrum eines verschrankten Produktes der Gestalt (35) ist der 
Fixkijrper K von g in L. Andererseits hatten wir schon frtiher gesehen 
(vgl. 0.2.1), dal3 ‘% das Zentrum k(x) besitzt. Daraus folgt (33). 
Wie wir im AnschluB an 0.2.1 schon bemerkt hatten, ist der gesuchte 
Schursche Index s&) von x tiber k gleich dem Schurschen Index der 
einfachen Algebra a[. 
Wir betrachten jetzt noch den absolut-irreduziblen Charakter 6 der 
zyklischen Gruppe A, welcher durch die Einbettung von A ---f L = k(A) 
von A in L definiert wird. Nach 1.4.1 kommt 5 in der Einschrlnkung von 
x auf A mit nicht verschwindender Vielfachheit vor 
@AC(X), n f 0. (36) 
Wir untersuchen den von 4 auf G induzierten Charakter ~~“(6). Nach 
dem Frobeniusschen Reziprozitatsgesetzes kann man statt (36) such 
schreiben 
(Tdw, xl # 0. (37) 
Nach Definition des induzierten Charakters ist 
(38) 
wobei tiber alle Elemente x aus G summiert wird.14 Nun ist A ein Normal- 
teiler von G, daher verschwindet der Ausdruck auf der rechten Seite von 
(38) ffir alle g aus G, die nicht in A liegen. Fur ein a aus A aber hangt xax-l 
nur ab von der Nebenklasse u von x module A, also gilt T/(&U) = C &r’), 
wobei tiber alle u aus g = G/A summiert wird. Nun ist &au) = &z)~ = @(a) 
mit p als dem vermoge (z zu .$ konjugierten Charakter. Somit gilt 
~G”(D(~) = c lw fi.iralle ueA. (39) 
Berechnet man nun das skalare Produkt von ~~“(0 mit sich selbst, so 
erhalt man unter Anwendung der Orthonormalitlitsrelationen fur die 
(g : 1) verschiedenen absolut-irreduziblen Charaktere 50 von A 
(Tc’%~ TG”(&>) = &- (g : l)(A : 1) = 1. 
Der Charakter ~~"(6) ist danach absolut-irreduzibel und wegen (37) 
folgt daher 
x = TGW (40) 
I4 Man setzt t(y) = 0 fiir y $ A. 
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d.h. x ist der Induzierte des linearen Charakters .$ der zyklischen Unter- 
gruppe A von G. Nun ist 5 nach seiner Definition realisierbar tiber L, also 
ist such x realisierbar iiber dem Kiirper L = k(A). Fiir den Grad f, von x 
gilt nach (40) 
f, = (g : 1) = (L : k(x)). (41) 
Ferner folgt aus (40), da13 x auDerhalb von A verschwindet; also gilt 
k(x) = &A’(x)). (42) 
Nun ist (pRG(x), E) = (T~~(C), x) = 1. Da die Werte von x auf G alle in 
K liegen, so folgt daraus fur jedes u aus g = G(L/K), da13 such 
(pAG(x), @) = 1 ist. Aus Gradgrtinden gilt somit 
fAG(X> = 1 i? = SPK(5). 
0 
(43) 
Aus (42) ergibt sich dann insbesondere 
4x1 = WpdSN. (44) 
Wegen der Realisierbarkeit von x tiber L teilt der Schursche Index 
s&) den Kiirpergrad L : k(x). Nun ist L : k(x) = g : 1, und g ist eine 
q-Gruppe; also folgt 
1.4.2. Der Schursche Index So ist eine Potenz der Primzahl q. 
Diese Aussage gilt nach den Ausftihrungen dieses Paragraphen fur jeden 
absolut-irreduziblen Charakter x einer elementaren Gruppe, welche einen 
zyklischen Normalteiler von q-Potenzindex enthat. Hieraus und aus der 
letzten Behauptung von Teil (ii) des Satzes 1.2.1 folgt, daD man fur x noch 
annehmen kann, daB gilt 
k(x) : k + 0 mod q. (45) 
Zusammenfassend kijnnen wir nach den obigen Betrachtungen fur die 
Gruppe G und den absolut-irreduziblen Charakter x von G, dessen Schur- 
scher Index iiber k zu bestimmen ist, die folgenden Voraussetzungen 
machen: 
1.4.3. (i) G la@ sich darstellen als Gruppenerweiterung 
G = (A, 9, co.3 (46) 
einer zyklischen Gruppe A mit einer abelschen q-Gruppe g zu einem Fak- 
torensystem c,,, von Elementen aus A. 
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(ii) Der g-Modul A ist vertraglich mit k und daher ist G eine k-elemen- 
tare Gruppe. 
(iii) g wirkt treu auf A. 
(iv) Legt man eine feste Einbettung von A in die multiplikative Gruppe 
des algebraischen Abschlusses von k zugrunde, so kann man nach (ii) und (iii) 
die Gruppe g als eine Untergruppe der Galoisgruppe G(k(A)lk) auflassen. 
Der Gruppenerweiterung (46) entspricht dann das verschriinkte Produkt 
r = (k(A), 9, CA (47) 
mit demselben Faktorensystem c,,, wie in (46). 
(v) Das Zentrum F (i.e., der Fixkiirper von g in k(A)) ist der Teil- 
kiirper K = k(x) von k(A). 
(vi) Der Schursche Index s&) von x iiber k ist gleich dem Schurschen 
Index s(F) des verschriinkten Produktes F. 
(vii) Die Einbettung A + L = k(A) dejiniert einen absolut-irredu- 
ziblen Charakter .$ der zyklischen Gruppe A. Fiir diesen gelten die Formeln 
(40), (43) und (44). 
(viii) Ftir den Fixkiirper K = k(x) von g in L gilt (vgl. (45)) 
(K : k) + 0 mod q. (48) 
Das in (46) vorkommende Faktorensystem c,,, definiert ein Element c 
der zweiten Kohomologiegruppe H2(g, A) von g mit Koellizienten in A. 
Die Faktorensystemklasse c von c,,, ist dabei durch die Gruppener- 
weiterung G unter (46) eindeutig bestimmt (hangt also nicht von der Wahl 
der Vertreter u, der a aus g ab). Wir schreiben daher c = c(G). Ent- 
sprechend wird durch das verschr%rkte Produkt r unter (47) ein Element 
c* = c*(r) aus H2(g, k(A)) bestimmt. c* ist dabei das Bild von c unter 
der Abbildung H2(g, A) --t H2(g, k(A)), welche durch die Einbettung von 
A in k(A) definiert wird. Die Ordnung von c* = c*(r) in der abelschen 
Gruppe H2(g, k(A)) nennt man den Exponenten des verschrankten Pro- 
duktes r. Fur Zahlkbrper und p-adische K&per stimmt der Exponent 
von r mit dem Schurschen Index von r iiberein.15 
$2. +I-ADISCHE GRUNDK~RPER 
1. Wir behandeln jetzt den Fall, da0 k ein p-adischer K&per ist, 
d.h. eine endliche Erweiterung eines rational p-adischen Kijrpers Q, . Es 
I6 Dewing [4, Kap. VII, 52 und $51. 
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liege die in 1.4.3 ausfiihrlich beschriebene Situation vor. Gegeben ist 
danach eine Gruppenerweiterung 
G = (4 9, co,,) (1) 
der zyklischen Gruppe A mit der abelschen q-Gruppe g zum Faktoren- 
system c,,, . Dabei wirkt g treu auf A, und der g-Modul A ist vertraglich 
mit k. Der Gruppenerweiterung G in (1) entspricht dann das verschrankte 
Produkt 
I-’ = WO, 9, co,,) (2) 
mit demselben Faktorensystem c,,, wie unter (1). 
Es ist der Schursche Index s(F) von F explizit aus der Gruppentafel von G 
zu bestimmen. 
Wir setzen L = k(A) und bezeichnen mit K den Fixkorper von g in 
L. Im lokalen Fall stimmt nun der Schursche Index von T mit dem 
Exponenten von r tiberein, l6 d.h. s(r) ist gleich der Ordnung des von 
r in H2(g, LX) bestimmten Elementes c* = c*(r). Demnach ist die 
Ordnung des Elementes c* = c*(r) in der Gruppe H2(g, LX) zu berechnen. 
Wir betrachten die Zerlegung 
A = A, x A,! (3) 
von A in seinen q-Bestandteil A, und seinen q-regularen Bestandteil 
A,r . Man kann nun 0.B.d.A. annehmen, dal3 gilt: 
2.1.1. Die Elemente des Faktorensystems c,$, liegen siimtlich in A, . 
Denn g ist eine q-Gruppe und darum induziert die Projektionsabbildung 
A -+ A, einen Isomorphismus zwischen den Kohomologiegruppen 
f%, 4 und Wg, 4. 
Im folgenden wollen wir stets A, f 1 voraussetzen. 
2. Wir stellen zuerst fest: 
2.2.1. Istp = q undp # 2, so ist s(F) = I. 
Dies ist der Fall aufgrund des folgenden etwas allgemeineren Satzes 
2.2.2. Ist L eine Einheitswurzelerweiterung des p-adischen Kiirpers K mit 
der Galoisgruppe 6, und ist die Charakteristik p des Restklassenkiirpers 
von K verschieden von 2, so zerfiillt jedes verschrtinkte Produkt 
I6 Deuring [4, Kap. VII, 52, Satz 31. 
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r = (L, 6, c,,,) iiber K, dessen Faktorensystem c,,, aus Einheitswurzeln 
von p-Potenzordnung besteht. 
Beweis. Mit A bezeichnen wir die Gruppe aller Einheitswurzeln von 
L. Dann ist nach Voraussetzung L = K(A) und die c,,, sind Elemente 
aus A. Offenbar geniigt es zu beweisen, daD das verschrankte Produkt 
r’ = (Q,(A), 6, c,,,,) zerfallt. Wir bilden die Verlagerung (Korestriktion) 
von I” auf Q, . Explizite Verlagerungsformelnlr zeigen, dal3 diese wieder 
ein Faktorensystem aus Einheitswurzeln von p-Potenzordnung besitzt. 
Bei Verlagerung andert sich aber bekanntlich im lokalen Fall die Hasse- 
Invariante und damit such der Schursche Index nicht.ls Folglich gentigt 
es, die Behauptung von 2.2.2 im Falle K = Q, zu beweisen. Wir be- 
trachten die zu (3) analoge Zerlegung 
A = A, x A,# (4) 
ftir die Primzahlp. Dann ist L = Q,(As , A,*) und wir haben die folgende 
kijrpertheoretische Situation: 
Q,(A) 
Q,(A,) Q, (A pd (5) 
QP 
Dabei-und im folgenden-bedeutet 11 unverzweigt, f rein verzweigt. 
Die Galoisgruppe von Q,(A,)/Q, ist isomorph zur primen Restklassen- 
gruppe modulo p” (mit pn als Ordnung von A,). Sie ist daher zyklisch fur 
den Fall p # 2. Ein erzeugendes Element 4 wird durch den Automor- 
phismus von A, geliefert, welcher jedem Element aus A, seine g(1 + p)-te 
Potenz zuordnet; dabei sei g eine (normierte) primitive Wurzel modulo 
p.ls Die Galoisgruppe von QJA.f)/Q, ist ebenfalls zyklisch-denn 
Q,,(Apf)/Qr ist unverzweigt-und sie wird erzeugt durch den Frobenius- 
automorphismus qo : 5 -+ 5” auf A,) . Es ist also 
Q = <qJ> x <sb 
das direkte Produkt zweier zyklischer Gruppen. 
(6) 
I7 Siehe etwa Marshall Hall [7, Seite 2431. 
I8 Serve [14, Seite 1741. 
I9 Hasse [8, Seite 571. 
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Wir wahlen uns Vertreter u, bzw. uti von T bzw. $ in I’. Es sei 
uord(d = ordbb) = 
m % 3 4 a* 9 w, = %%Y,.* - (7) 
Die “Potenzfaktoren” 01~ , 01, sowie der “Kommutatorfaktor” y = ‘yw,* 
sind wieder Einheitswurzeln von p-Potenzordnung und liegen daher in 
A olJI ist invariant unter 9 und deshalb in Qs(A9t) enthalten. Nun ist 
p ‘2 2, also folgt CX$ = 1. Wir behaupten nun, daD man den Vertreter u, 
durch Multiplikation mit einem Element aus A, so abtindern kann, da13 
der Kommutatorfaktor verschwindet. Es sei u,’ = u,6 mit einem 6 aus A, . 
Dann ist der entsprechende Kommutatorfaktor y’-definiert durch 
wm’ = u,‘u,y’-genau dann gleich 1, wenn die Bedingung 
y 2Y.z ij+-1 (8) 
erfiillt ist. Ein 6 mit der Eigenschaft (8) 18Bt sich jedoch in A, stets finden, 
da die Abbildung 5 -+ cti-’ ein Automorphismus in A, ist. g(l + p) - 1 
ist namlich teilerfremd zu p. Das Verschwinden des Kommutatorfaktors 
y’ zu den Vertretern u,’ und uB von 9 und $ hat nun insbesondere zur 
Folge, da13 der Potenzfaktor am’ zu urn’ invariant unter # ist, d.h. am’ in 
Q,(A,r) liegt. Wegen der Invarianz von 01,’ unter 9 ist LX~’ dann sogar in 
Q, enthalten. Nun ist aber 01~’ = cu,SNq, wobei N, die Normabbildung der 
Erweiterung Q,(A,f)/Q, bezeichnet; also ist such am’ eine Einheitswurzel 
von p-Potenzordnung. Wegen p # 2 ist folglich CL,’ = 1. Das verschrankte 
Produkt T kann somit durch ein Faktorensystem beschrieben werden, 
bei dem die Potenzfaktoren elm’, 01$ sowie der Kommutatorfaktor y’ 
samtlich gleich 1 sind. Also zerfiillt r. 
Im Falle p = q = 2 ist nicht immer s(T) = 1, doch ist daneben nur 
noch der Fall s(T) = 2 moglich, wie der folgende Satz zeigt: 
2.2.3. Ist L eine Einheitswurzelerweiterung des p-adischen Ktirpers K 
mit der Galoisgruppe 8 und ist die Charakteristik des Restklassenkiirpers 
von K gleich 2, so ist der Kiirper K(<& der aus K durch Adjunktion einer 
primitiven vierten Einheitswurzel I& entsteht, ein Zerfifillungskiirper ftir 
jedes verschriinkte Produkt F = (L, 6, c,,,), dessen Faktorensystem c,,, 
nur aus Einheitswurzeln von 2-Potenzordnung besteht. 
Beweis Wir haben zu zeigen, da13 r = (L, 6, c,,,) tiber K zerf%llt, falls 
die vierten Einheitswurzeln schon in K liegen. Dabei gehen wir ganz 
entsprechend vor wie beim Beweis von 2.2.2. Mit A bezeichnen wir 
wieder die Gruppe aller Einheitswurzeln von L. Genauso wie im Beweis 
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von 2.2.2 erkennt man, da13 es geniigt, die Behauptung im Falle K = Q2(cp) 
zu beweisen. Analog zu (5) hat man das Kiirperdiagramm 
QJA) 
Q2 (AZ) Q2(A2’JJ (10) 
Q2(A2)/Q2(&) ist zyklisch, und ein erzeugendes Element 16 wird gegeben 
durch # : 5 -+ c1+2a auf A, . Mit q~ bezeichnen wir den Frobeniusauto- 
morphismus von Qz(Azf , tJQ2(&). Zu G = (y) x (#) suchen wir 
Potenzfaktoren CX~, ati sowie einen Kommutatorfaktor y, so da13 ganz 
entsprechende Gleichungen wie unter (7) gelten. 01+ ist invariant unter $ 
und somit in Qz(Ag , c4) enthalten. Folglich ist CX~ eine vierte Einheits- 
wurzel. Wir untersuchen nun genau wie im Beweis von 2.2.2 die Los- 
barkeit von y = 8&-l. 1st 2” die Ordnung von As, so JtiBt sich wegen 
8*-l = 622 ein solches 6 aus A, genau dann finden, wenn y hijchstens die 
Ordnung 2n-2 besitzt. Das ist aber der Fall. Es gilt namlich 
Y Nti = &-m _ 1 20 * - 
und yS bedeutet die Potenzierung von y mit 
1 + (1 + 22) + (1 + 292 + *** + (1 + 292+*-r 
= ((1 + 292”-* - l)/( 1 + 22 - l), 
d.h. mit einer Zahl, deren maximaler 2-Teiler gleich 2*-2 ist (vgl. 2.5.1). 
Das Verschwinden des Kommutatorfaktors y’ zu den Vertretern u,,,’ = u,6 
und u, hat nun zur Folge, da13 jedes Element der von Q2(&, A,!) und 
u,’ erzeugten Teilalgebra von r vertauschbar ist mit jedem Element der 
Teilalgebra, welche durch Q2(A2) und z+ erzeugt wird. Insbesondere ist 
der Potenzfaktor q,’ zu u,’ invariant unter 4. Wegen der Invarianz von 
a,’ unter CJJ ist daher cu,’ ein Element von Q2(&). Entsprechend ergibt 
sich, dal3 such 01, in Q2(c4) enthalten ist. Wir beenden nun den Beweis, 
indem wir zeigen, da13 am’ Norm bei der Erweiterung Q2([, , A2t)/Q2(&) 
und 0~~ Norm bei der Erweiterung Q,(A,)/Q,(&) ist. Fiir 01,’ trifft dies zu, 
soDies ist eine der zwischen Kommutator- u. Potenzfaktoren bestehenden Rela- 
tionen; siehe Zassenhaos [17, Kap. III, 581. 
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denn Q&&f , t4)/Q2(<4) ist unverzweigt und bei einer unverzweigten 
Erweiterung ist jede Einheit eine Norm. 21 Andrerseits ist jede vierte 
Einheitswurzel Norm bei der Erweiterung Q3(A2)/Q2(<J. 
Der eben bewiesene Satz 2.2.3 zeigt, dal3 fiir p = q = 2 der gesuchte 
Schursche Index s(r) jedenfalls dann immer gleich 1 ist, wenn die vierten 
Einheitswurzeln im Fixkorper K der Automorphismengruppe g von k(A) 
enthalten sind. Doch ist es nattirlich such von Interesse zu wissen, wie 
man im Falle, dal3 K die vierten Einheitswurzeln nicht enthalt, entscheiden 
kann, wann s(r) gleich 1 oder gleich 2 ist. Die Herleitung entsprechender 
Formeln fur s(T) ist jedoch mit langeren Rechnungen verbunden, die 
wir an dieser Stelle lieber tibergehen und im sechsten Abschnitt dieses 
Paragraphen durchftihren. 
3. Es liege die eingangs dieses Paragraphen geschilderte Situation 
vor. Wir setzten jetzt p f q voraus. Zunachst werden wir zeigen, da13 man 
0.B.d.A. annehmen darf, da13 gilt: 
2.3.1. Der p-Bestandteil A, von A ist entweder trivial oder er besitzt die 
Ordnung p. 
Beweis. Es sei A, f 1. 1st dann B, die Untergruppe der Ordnung p 
in A,, so betrachte man die Untergruppe B = B, x A,, von A. B ist 
charakteristich in A, denn A ist zyklisch, und folglich induziert g eine 
Automorphismengruppe ge = g/c auf B. 1st A, von der Ordnung pn, so 
ist die Automorphismengruppe von A,, d.h. die prime Restklassengruppe 
modulo p”, das direkte Produkt einer zyklischen Gruppe der Ordnung 
p - 1 mit einer Gruppe der Ordnung pn-l. Letztere ist gerade dadurch 
gekennzeichnet, dal3 sie die Untergruppe B, von A, elementweise festlagt. 
Nun ist g aber eine q-Gruppe, und q ist verschieden von p, also ist der 
Zentralisator c von B in g gleich Eins, d.h. es ist ge = g. Wir betrachten 
jetzt neben G = (A, g, c,,,) die Gruppenerweiterung 
G’ = (4 9, co,,) 
sowie neben T’ = (k(A), g, c,,,) das verschrankte Produkt 
r’ = MB), g> CA 
Wir setzen L’ = k(B) und bezeichnen mit K’ = K n L’ den Fixkorper 
von g in L’. Ftir die Hasse-Invarianten gilt dann22 
inv,(r) = (K : K’) invK(r’) 
21 Dewing [4, Kap. VII, $2, Satz 61. 




Nun entsteht L aus L’ durch Adjunktion der pn-ten Einheitswurzeln, 
und die p-ten Einheitswurzeln liegen schon in L’. Daher ist der Grad 
(K : K’) = (L : L’) eine pPotenz. Aus (11) folgt dann aber s(p) = s(r), 
denn die Schurschen Indizes s(r), s(p) sind einerseits die reduzierten 
Nenner der in (11) auftretenden Invarianten, andererseits sind sie reine 
q-Potenzen nach 1.4.2. 
Wenn wir also G’ und r’ statt G und r betrachten, so Bndert sich der 
Schursche Index nicht. Damit ist gezeigt, da13 wir die Gtiltigkeit von 2.3.1 
in der Tat annehmen diirfen. 
2.3.2. Der Kiirper K(A,) ist ein Zerftillungskiirper von l7 Insbesondere 
ist s(r) = 1, falls p in der Ordnung von A nicht aufgeht, oder die p-ten 
Einheitswurzeln schon in K liegen. Stets ist s(I’) ein Teiler von p - 1. 
Beweis. Man betrachte das folgende Kiirperdiagramm 
L=K(A) 
K (Ap) K (Ap’) 
K 
(12) 
Die Erweiterung L/K(A,) ist unverzweigt, weil L aus K(A,) durch Adjunk- 
tion von p-regularen Einheitswurzeln entsteht. Bilden wir daher die 
Restriktion I” von r auf K(A,), so zerfallt I” aufgrund der folgenden ein- 
fachen Tatsache 
2.3.3. Ist L/K eine unverzweigte Erweiterung des p-adischen Kiirpers K 
mit der Galoisgruppe g, so zerfiillt jedes verschriinkte Produkt 
I’ = (L, g, c,,,), dessen Faktorensystem nur aus Einheiten von L besteht. 
1st namlich q ein erzeugendes Element der Galoisgruppe von L/K (z.B. 
der Frobeniusautomorphismus von L/K), so besitzt r als zyklisches ver- 
schranktes Produkt eine Darstellung der Form (L, 9, a) mit einer Einheit 
01. Wegen der Unverzweigtheit von LJK ist aber OL die Norm eines Ele- 
mentes aus L, denn im unverzweigten Fall ist jede Einheit eine Norm.2s 
Also zerfallt r. 
Urn die iibrigen Behauptungen von 2.3.2 zu zeigen, wenden wir 2.3.1 
Bs Dewing [4, Kap. VII, $2, Satz 61. 
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an. Danach ist der K&per K(A,) entweder gleich K oder er entsteht aus 
K durch Adjunktion einer primitiven p-ten Einheitswurzel 5,. Der 
Schursche Index einer jeden tiber K zentraleinfachen Algebra I’ teilt die 
Grade der Zerfallungskorper von I’ tiber K. Also gilt s(r)l(K(&,) : K). 
Nun ist aber (K(<,) : K) ein Teiler von (Q,(<,) : Q,) = p - 1. Also teilt 
s(r) die Zahl p - 1. 
2.3.4. g ist eine abelsche q-Gruppe von einem Rang hiichstens gleich 
2.24 
Denn g = G(K(A)/K) ist eine Untergruppe der Gruppe 
Q = G(Q,WQtA 
6 aber ist abelsch und hochstens vom Range 2. Vgl. hierzu das Korper- 
diagram (5). Wegen 2.3.1 braucht dabei p = 2 nicht ausgenommen zu 
werden. 
Eine Auskunft dartiber, wann g zyklisch ist, gibt die folgende Bemer- 
kung 
2.3.5. Ist s(r) # 1 (d.h. zerftillt I’ nicht iiber K), so ist g zyklisch genau 
dann, wenn L = K(&,) ist mit einer primitiven p-ten Einheitswurzel 5, . 
1st g namlich zyklisch, so ist entweder K(A,) C K(A,,) oder 
K(A,,) C K&J. Im ersten Fall ist L = K(&,), also L/K unverzweigt. 
Dann zefallt aber r nach 2.3.3. 1st also s(r) f 1, so kann nur der zweite 
Fall eintreten. Augerdem muD J&4,) = K(5,) gelten. Deshalb ist 
L = K&J. Umgekehrt ist nattirlich K(5,) eine zyklische Erweiterung 
von K. 
2.3.6. Bemerkung. Die beiden im Diagram (12) auftretenden K&per 
brauchen nicht linear disjunkt tiber K zu sein, d.h. K(A,) ist nicht not- 
wendig rein verzweigt tiber K. In L braucht es tiberhaupt keinen Teil- 
k&per zu geben, der linear disjunkt ist zu K(A,,) (vgl. hierzu das Beispiel 
4.3.7 in [9]). 
4. Wir stellen jetzt eine Liste von Bezeichnungen zusammen, die 
wir im folgenden verwenden wollen. 1st K ein p-adischer K&per, so seien 
K = G&f”) der Restklassenkijrper von K, 
V K = die auf 1 normierte Bewertung von K, 
rrK = ein Primelement von K, 
a4 Der Rang einer endlichen &&hen q-Gruppe ist die Anzahl der nicht-trivialen 
Faktoren bei jeder Zerlegung dieser Gruppe in ein direktes Produkt von zyklischen 
Untergruppen. 
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U, = die Einheiten von K, 
U,i = die Einseinheiten von K, 
W, = die Gruppe der p-regularen Einheitswurzeln von K 
W x,I = die q-Sylowgruppe von W, (q Primzahl f p), 
qwK = die Ordnung von W,,, , d.h. die maximale in PfK - 1 auf- 
gehende q-Potenz. 
1st L/K eine galoissche Erweiterung von K, und ist die Galoisgruppe von 
L/K eine abelsche q-Gruppe, so seien 
qffLiK) = der Restklassengrad von L/K, 
qetLIK) = die Verzweigungsordnung von L/K,25 
NL,K = sei die Normabbildung einer beliebigen endlichen Erweite- 
rung L/K. 
Die Ordnung eines Elementes x in einer Gruppe bezeichnen wir mit 
ord (x). 
Wir stellen jetzt eine Reihe von Hilfssatzen bereit, die wir sptiter bei der 
Bestimmung des Schurschen Index benutzen werden. 
2.4.1. Ist L/K eine galoissche Erweiterung des p-ad&hen Kiirpers K mit 
der Galoisgruppe g, so ist die natiirliche Abbildung H2(g, U,) -+ H2(g, LX) 
injektiv. 
Beweis. Aus der exakten Sequenz 
*L 
l+U,+LX+Z-tO (13) 
-wobei mit Z die Gruppe der ganzen rationalen Zahlen bezeichnet wird- 
ergibt sich die exakte Sequenz der Kohomologiegruppen 
J-W, z)+fW~, U,)-+H2(g, Lx)- 
Aus Hl(g, Z) = 1 folgt daher die Behauptung. 
2.4.2. Ist L/K eine galoissche Erweiterung des p-adischen Kiirpers K und 
ist die Galoisgruppe g von L/K eine q-Gruppe-q eine Primzahl mit p f q- 
so gilt 
Hi(g, W,,,) = Hi(g, U,) fiir ale i. (14) 
Beweis. Aus der exakten Sequenz 
l+U,l-+U,-+ W,-tl 
a5 Diese Schreibweise ist fiir spltere Rechnungen vorteilhaft. Wir nennen e(L/K) 
such den Verzweigungsexponenten von L/K. 
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folgt die exakte Sequenz der Kohomologiegruppen 
Hi(g, up) -+ Hi(g, u,> -+ P(g, WL) -+ Hifl(g, ULl> 
Aber U,l ist eindeutig dividierbar durch q,26 somit verschwinden samtliche 
Kohomologiegruppen von g mit Koeffizienten in UL1 ,27 Daraus folgt die 
Behauptung (14), wenn man noch benutzt, da8 IP(g, W,) = H(g, W,,,) 
ist. 
2.4.3. Ist L/K eine galoissche Erweiterung des p-adischen Kiirpers K 
und ist die Galoisgruppe von L/K eine abelsche q-Gruppe mit p T q, so ist 
H”(g, W,.,) eine Untergruppe von H”(g, Lx), und zwar zyklisch von der 
Ordnung qe(LjKj. Speziell ist 
wK > e(UK). (15) 
Ist g zudem zyklisch und erzeugt von dem Element T, so hat ein verschriinktes 
Produkt I’ der Form r = (L, r, /3) mit einem Element /l aus W,., den 
Schurschen Index 
s(r) = ord(~wK-“(L’K)) (16) 
Beweis. Zunachst bemerken wir, da13 fiir eine beliebige abelsche 
Erweiterung L/K mit der Verzweigungsordnung j und der Galoisgruppe 
g die Gruppe H”(g, UL) eine Untergruppe von H”(g, LX) ist und die 
Ordnung j besiti. Ausgehend von (13) erhalten wir namlich die folgende 
exakte Sequenz der Kohomologiegruppen 
1 = H-l(g, 2) -+ H”(g, U,) -+ H”(g, Lx) 2 H”(g, 2) 
H”(g, UL) ist danach isomorph zum Kern der Abbildung 
H”(g, Lx) = KS/NLIK(LX) -+ H”(g, Z) = Z/nZ; 
hierbei ist n die Ordnung von g. Das Bild dieser Abbildung ist wegen 
vL = jv, auf KX die Gruppe jZ/nZ. Nach der lokalen Klassenkorper- 
theorie ist aber KX/NLIK(LX) von der Ordnung n.28 Also besitzt H”(g, U,) 
die Ordnung j. 
Jetzt seien die Voraussetzungen von 2.4.3 erftillt. Aus 2.4.2 folgt dann 
H”(g, U,) = HO(g, W,,,). Nach der vorangegangenen Bemerkung ist 
aa Hasse [8, Seite 2221. 
37 Hierfiir vgl. etwa MacLane [ll]. 
as Serre [14, Chap. XIII, $4, Proposition 91. 
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daher Ho@, W,,J = W,JN,,,(W& eine zyklische Gruppe von der 
Ordnung qefLIK). Insbesondere ist die Ordnung 4°K von W,,, mindestens 
gleich qefLjK). Hieraus folgt (15). 
1st g zyklisch, so ist s(T) gleich der Ordnung von /3, aufgefagt als 
Element von HO(g, W,,J = WK,p.INLIK( W&. Nun ist WK,, eine zyklische 
Gruppe der Ordnung 4°K und wir haben oben gesehen, da13 die Unter- 
gruppe NL,K(WLSq) den Index qetLIK) in WK,, besitzt. Daraus folgt die 
Formel (16). 
1st g eine endliche abelsche Gruppe und B ein g-Modul, so nennt man 
ein Faktorensystem c,,, von g mit Werten in B ein abelsches Faktoren- 
system, falls c,,, = c,,, gilt fur alle p, v aus g. Jedes zu einem abelschen 
Faktorensystem aquivalente Faktorensystem ist ebenfalls abelsch. Mit 
H2(g, B)a bezeichnen wir die Gesamtheit der Faktorensystemklassen, die 
nur aus abelschen Faktorensystemen bestehen. Hz@, B)a ist eine Unter- 
gruppe von H2(g, B). Es gilt 
2.44. Ist L/K eine galoissche Erweiterung des p-adischen Kiirpers K 
und ist die Galoisgruppe g van L/K eine abelsche q-Gruppe mit p f q, die 
den Rang 2 besitzt, so ist 
H2(g, Wd = H2(g, Wda 
d.h. jedes Faktorensystem von g mit Werten in W, ist abelsch. 
(17) 
Beweis. Ein Element aus H2(g, W,) = H2(g, W,,,) C H2(g, Lx) wird 
reprasentiert durch ein verschranktes Produkt I’ = (L, g, c,,,) mit einem 
Faktorensystem c,,, bestehend aus Elementen von W,,, . Seien u, T 
unabhangige Erzeugende von g. Der Zerlegung 
9 = (u) x (7) U,Tf: 1, (18) 
entspricht dann eine Zerlegung von L in linear disjunkte Zwischenkijrper 
E und F. Dabei sei F der Fixkorper von u, E der von r. Da die Menge der 
unverzweigten Zwischenkbrper von L/K vermbge der Inklusionsrelation 
linear geordnet ist, so folgt, da13 mindestens einer der beiden K&per E, F 
rein verzweigt iiber K ist. Sei etwa E rein verzweigt. Wir haben dann die 
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Dabei ist 
qa = ord(a) und q” = ord(7). (20) 
Mit T bezeichnen wir den maximalen unverzweigten Zwischenkiirper von 
L/K.2B Weil E/K rein verzweigt ist, ist E linear disjunkt zu T iiber K. Daher 
gilt fiir die Verzweigungsexponenten: 
e(L/E) + a = e(L/K). (21) 
AuDerdem folgt, daB die Einschrankung von r auf T die Galoisgruppe von 
T/K erzeugt. Indem wir gegebenenfalls T durch eine geeignete Potenz von 
T ersetzen, konnen wir im folgenden annehmen, da8 T auf T sogar den 
Frobeniusautomorphismus von T/K induziert: 
7 : 5 --f pfK auf W, = WT. (22) 
Entsprechend kann ftir u angenommen werden, da8 
(23) 
gilt. 
Wir wahlen uns jetzt Vertreter u, bzw. u, von u bzw. T in r. Es gelte 
(vgl. 20) 
uf = a, 2 - % -A I.&u, = u,u,y. (24) 
Dabei sind die Potenzfaktoren OL und /3 sowie der Kommutatorfaktor y 
wieder Elemente aus W,,, . Es gelten zwischen ihnen die Relationen30 
Y NT = p-1 und yhb = J--7 (25) 
(Dabei ist N, = NLIE und NO = NLIF g esetzt). Es ist 01 invariant unter 
u, fl invariant unter T. AuBerdem ist p eine p-regulare Einheitswurzel und 
E/K ist rein verzweigt, also liegt /3 nicht nur in E, sondern sogar in K und 
ist daher invariant such unter u. Folglich ist nach (25) 
Y NT = 1 (2‘3 
Urn die Behauptung von 2.4.4 zu beweisen, wollen wir zeigen, da8 man 
den Vertreter u, durch Multiplikation mit einem Element 6 aus W,,, so 
abandern kann, da13 der Kommutatorfaktor gleich 1 wird. Es sei u,’ = u,6 
zuniichst mit einem 6 aus LX. Dann ist der dieser Transformation ent- 
29 Vgl. 2.4.6. 
Jo Zassenhaus [17, Kap. III, $81. 
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sprechende Kommutatorfaktor y’-definiert durch ~,a,,’ = u,,‘u,y’- 
genau dann gleich 1, wenn 
(y-1 = Y (27) 
gilt. Die Existenz eines 6 aus LX mit dieser Eigenschaft folgt aber wegen (26) 
aus Hilberts Satz 90. Wir behaupten nun, darj schon in U, ein 6 mit der 
Eigenschaft (27) existiert. Da man noch urn beliebige Faktoren aus EX 
abandern kann, gentigt es hierfiir, ein 6 zu finden, welches neben (27) 
such die Bedingung 
vL(S) = 0 mod @L/E) (28) 
erfiillt. Wir behaupten aber, daDjedes S mit (27) dieser Bedingung gentigt. 
Es ist namlich das Element 
sowohl invariant unter u, als such-wegen y’ = 1 - invariant unter T. 
Folglich liegt ruS No in K und daher ist ~JolPu) = 0 mod qefLIK). Es folgt 
qavL@) = 0 mod q ~-1~) oder ~(8) E 0 mod qe(L/K)-a. Wegen (21) ergibt 
sich daraus die Beziehung (28). 
Nun folgt leicht, daB man 8 sogar aus WL nehmen kann. Denn wegen 
der direkten Zerlegung U, = W, x U,l (vgl. Hasse [B, Seite 2051) ist 
6 eindeutig in der Form 6 = YE mit 77 E W, , E E UL1 darstellbar und aus 
(27) folgt wegen y E W, , da13 cr = E sein mu& SchlieBlich kann man 
sich noch iiberlegen, daI3 man ein 6 mit (27) such in W,,, finden kann. 
Denn y ist ein Element von W,,, . 
Das Verschwinden des Kommutatorfaktors y’ zu den Vertretern 
u,’ und u, von u bzw. T bedeutet, da13 die Teilalgebren I’, und r, , welche 
durch E, u,’ bzw. F, u, erzeugt werden, sich gegenseitig zentralisieren. Da 
andererseits I’ von I’, und r, erzeugt wird, so folgt, da13 r isomorph ist 
zum Tensorprodukt von r, und r, tiber K. Wir konnen daher die voran- 
gegangenen Ausfiihrungen such in der folgenden Weise zusammen- 
fassen : 
2.45. Die Voraussetzungen von 2.44 sollen gelten. Es sei r = (L, g, c,,,) 
ein verschrdnktes Produkt, dessen Faktorsystem c,,, nur aus qw’--ten Ein- 
heitswurzeln besteht. Zu der Zerlegung (18) von g bestimmen wir Potenz- 
faktoren OL, /I sowie einen Kommutatorfaktor y gem@ (24). Dann ist r 
isomorph zum Tensorprodukt zweier zyklischer verschriinkter Produkte 
iiber IC 
I’s (4 0, 4 OK (F, T’, PI. (30) 
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Dabei ist cy’ durch (29) gegeben, wobei 6 eine qWL-te Einheitswurzel ist, die 
der Bedingung (27) gentigt. 
Fi.ir das Folgende stellen wir noch fest: 
2.4.6. Die Voraussetzungen von 2.4.4 sollen gelten. Ferner sei L = K(A) 
mit einer Gruppe A von Einheitswurzeln. Hat dann der p-Anteil A, von A 
hdchstens die Ordnung p (vgl. 2.3. l), so ist K(A.,) der maximal unverzweigte 
Zwischenkorper von L/K. 
Beweis. Jedenfalls ist K(A.,) unverzweigt tiber K. Daher ist K(A.,) 
linear disjunkt zu dem rein verzweigten Zwischenkorper E in (19). Nun ist 
aber L/K(A.,) zyklisch und die zugehorige Galoisgruppe ist eine q- 
Gruppe, daher murk L/K(A.,) rein verzweigt sein. 
5. Wir betrachten eine Erweiterung L/K, die den Voraussetzungen 
von 2.4.4 gentigt. Vorgelegt sei ein verschranktes Produkt I’ = (L, g, c@,,), 
dessen Faktorensystem c,,, nur aus Elementen von W,,, besteht. Es sol1 
der Schursche Index von r bestimmt werden. Die Galoisgruppe von L/K 
sei wie in (18) erzeugt und das Faktorensystem cU,, sei nach Wahl der 
Erzeugenden u, T von g durch Angabe von Potenzfaktoren 01, p sowie 
eines Kommutatorfaktors y gemal (24) gegeben. Der Schursche Index 
s(r) von T ist nach 2.4.1 und 2.4.2 gleich der Ordnung der Gruppener- 
weiterung 
d = WL,, 9 9, GJ (31) 
aufgefal3t als Element in H2(g, W,,,). Im folgenden setzen wir W = W,,, _ 
Nach fester Wahl von u und T schreiben wir d such in der Form 
d = (01, B9 7). (32) 
Genau dann ist (a’, p’, 7’) N (a, p, y) falls es Elemente K und h aus W 
gibt mit 
01’ = O!K NO , 8’ = pp, y’ = yjp-lK1--T. (33) 
Offenbar gilt 
(01, B, y)& s, 7) = (6 iv, W) (34) 
wobei das Produkt auf der linken Seite von (34) in H2(g, W) gemeint ist. 
Daher bedeutet 
LlQj = (d’, BQj, yq - (1, 1, 1) (35) 
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fur eine nattirliche Zahl j, da13 Elemente K und h aus W existieren, derart 
daD gilt 
OLK -1 
9j N,, _ IBQ’/~% = 1, &y-lKl- = 1 (36) 
1st x die kleinste nattirliche Zahl mit dieser Eigenschaft, so ist q” die 
gesuchte Ordnung von d als Element von Ha(g, W). 
Falls (36) erftillt ist, so ist insbesondere p’ die Norm eines Elementes 
aus W beziiglich 7. Wir fragen nun nach der kleinsten natiirlichen Zahl h, 
so dal3 /@* ein Element aus N7( W) ist. Dann ist h < X, und genauer gilt 
s(F) = q” = qhqY (37) 
mit q” als der Ordnung von do” = (~8, @‘, y@) in Ha(g, W). Es sei etwa 
B”” = ~-NT mit he W (38) 
Dann ist qy die Ordnung von 
(lxqh, 1, &Y-l) =: (a*, 1, y”) (39) 
in H2(g, W). Die Zahl h ist leicht zu berechnen; qh ist namlich die Ordnung 
des von j3 in HO((T), W) bestimmten Elementes. Nach 2.4.3 ist daher 
qh = Ord(jgPPE-e(L’E)) . 
Dabei ist E der Fixkorper von T in L (vgl. das Diagramm (19)). Wir haben 
gesehen, da13 man E/K als rein verzweigt annehmen kann, folglich ist 
w, = wK und damit ergibt sich unter Benutzung von (21) die Formel 
qh = Ord(lgawK-a+f’L’K)) (41) 
wenn man noch beriicksichtigt, daD a + b = e(L/K) +f(L/K) ist. 
Wir benutzen nun 2.4.4 bzw. 2.4.5. Danach existiert ein 6 in W mit 
p-1 = 
Y* (42) 
derart, dal3 gilt 
(a!*, 1, y*) N (or*8No, 1, 1). (43) 
Die Ordnung q” von (a*, 1, y *) ist danach gleich dem Schurschen Index 
des zyklischen verschrankten Produktes (E, u, CL*@“~). Aus 2.4.3 ergibt 
sich daher 
qv = ord(a?‘QwxT mit CL’ = or*aNU. (44) 
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Somit ist der Schursche Index s(r) durch die Formeln (37), (41) und (44) 
bestimmt. Wir haben jetzt noch die in (39) und (43) auftretenden Trans- 
formationsfaktoren X und 6 zu eliminieren. Urn die dafiir notigen Rech- 
nungen sowie die endgtiltige Formel fiir s(r) tibersichtlicher zu gestalten, 
fiihren wir die folgenden Bezeichnungen ein: 
1st p ein Endomorphismus der zyklischen Gruppe W von der Ordnung 
qwL, so sei b] eine ganze Zahl mit der Eigenschaft, da13 die Anwendung 
von p auf die Elemente von W die Potenzierung mit b] bedeutet. Die 
ganze Zahl lj~] ist dabei mod qwL eindeutig bestimmt. 
Sind CL, v Endomorphismen von W, so sagen wir, p ist ein Teiler von v 
(in Zeichen : p / v), wenn es einen Endomorphismus p von W gibt mit 
v = pp. (45) 
Hierbei ist mit pp die Hintereinanderausfiihrung von p und p gemeint.31 
Wir bezeichnen mit v/p irgendeine der Losungen p der Gleichung (45). 
v/p ist als Endomorphismus von W/ker(tL) eindeutig bestimmt. 
1st n eine nattirliche Zahl, so sei v,(n) der Exponent der maximalen in 
n aufgehenden q-Potenz. Fur Endomorphismen p, v von W folgt aus 
up&]) < u,([v]), dal3 p ein Teiler von v ist. 1st auDerdem v f 0, so gilt 
V 
% - ([ I) P : V&VI) - %(lsPl)* 
Bei der anschlieBenden Rechnung verwenden wir schlieDlich noch 
folgende Tatsache aus der elementaren Zahlentheorie32: 
2.5.1. Fiir eine Primzahl q # 2 und natiirliche Zahlen d, i gilt: Ist qi 
die maximale q-Potenz in d - 1, so ist qi+l die maximale q-Potenz in 
d” - 1. Diese Aussage ist such fiir q = 2 richtig, sofern i > 2 ist. 
Wir berechnen nun zuerst [N,,] und [N,]. Wir benutzen dabei, da13 
aufgrund von (22) und (23) man 
[T] = PfK und [o] = pfkF’*) (47) 
setzen kann. Es ist [NT] = 1 + [T] + [T]” + 0.. + [7](qb-l), daher folgt 
aus der ersten Formel von (47) die Gleichung 
[NJ = (pfKQb - l)/(pf” - 1). (48) 
31 Auf die Reihenfolge kommt es dabei nicht an. 
3* Hasse [8, Seite 571. 
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Entsprechend ergibt sich aus der zweiten Formel von (47) die Beziehung 
pr] = (pfK*“~‘%” - l)/(pfKw’ - 1) (49) 
Nach Definition ist qWK der maximale q-Teiler von pfK - 1, d.h. es gilt 
V,([‘] - 1) = z&(@ - 1) = w, (50) 
Wir setzen nun fur den Moment voraus, daI3 q f 2 oder q = 2 und 
w, > 1 ist.33 Dann folgt aus dem Lemma 2.5.1 und den obigen Be- 
ziehungen (47), (48) und (49), daB gilt 
diT,l) = b. (51) 
Wendet man 2.4.3 einmal auf die Erweiterung E/K, das andere Ma1 auf 
die Erweiterung F/K an, so bekommt man die Ungleichungen a ,< wK 
und b < wK +f(F/K). Also gelten wegen (50) und (51) im Endomorphis- 
menring von W die Teilbarkeitsbeziehungen 
No 1 7 - 1 und Iv* 1 u - 1 (52) 
7-l d.h. es existieren N U-l und N. Dies ist such richtig fur den 
Fall q = 2, wK = 1, din wir bei de; Herleitung von (52) vortibergehend 
ausgeschlossen hatten. Aus wK = 1 folgt namlich nach (15) unter 2.4.3, 
daD such e(L/K) = 1 ist. Das aber hat zur Folge, da13 a = 1 ist und F mit 
dem maximalen unverzweigten Teilkorper von L/K tibereinstimmt. Also 
ist W = W,., , daher wirkt cr trivial auf W und es gilt [iV,J = 2. 
Wendet man (46) auf v = 7 - 1 und p = N, an,34 so ergibt sich die 
Beziehung u, ([+I) = w,- a. Hieraus folgt, daB man die Formel 
(44) such in der Form 
T-l 
qg = ord(&K) (53) 
schreiben kann. Es ist 
7-l 7-l 7-l 7-l 
&T = &NT-y (pL)K z!z &!*zp-1. (54) 
S3 0.B.d.A. setzen wir im folgenden WK > 0 voraus. 
a4 Die Voraussetzung Y # 0 ist dabei erfiillt, denn 7 wirkt nicht trivial auf W. 
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Nach (42) und (39) gilt 
0-l 
Nach Definition von X [vgl. (38)] ist also 
0-l l--o 
8-1 = yqph)N7 = (rpT)Q", 
Aus (53), (54) und wegen 01* = c# ergibt sich so fur 4~ die Formel 
T-l l-0 
qV = ord((cux /3 NT y)Q’}. 
Insgesamt erhiilt man wegen (37) schliefilich die folgende Formel ,fiir den 
Schurschen Index von l? 
7-l l--o -- 
s(T) = qh ord((a N~ /3 No y)ph} W-5) 
Dabei ist die natiirliche Zahl h gem@ (41) durch 
4h = Ord(lgaWK-b+f(WK) ) (57) 
gegeben. 
6. Wir wollen jetzt noch den Fall p = q = 2 vollstandig be- 
handeln. Es sei also k eine endliche Erweiterung des rational 2-adischen 
Kiirpers Qz . In 2.2.3 hatten wir schon gesehen, dal3 r den Schurschen 
Index 1 hat, falls die vierten Einheitswurzeln in K liegen. Im folgenden 
werden wir uns auf den Fall 
beschranken. Die Berechnung von s(T) nur fur diesen Fall ist keine 
wesentliche EinschAnkung. 35 r ist namlich die Restriktion des ver- 
schdnkten Produktes r’ = (Q&4), g, c,,,) auf K. Fur die Hasse-In- 
varianten gilt dahe$@ invK(T) = (k(A): Q&4)) inv,(p). Die Schurschen 
Indizes s(T), s(T’) sind aber die reduzierten Nenner der auftretenden 
Invarianten. 
Wir gehen aus von dem Kbrperdiagramm (5) mit p = 2. Dabei wollen 
wir jetzt auDerdem noch voraussetzen, da8 
(K: Q,) *Ornod (59) 
as Es sei darauf hingewiesen, daL3 wir nicht fiir den FixkGrper K von g in k(A) voraus- 
setzen, dal3 K = Q, gilt. 
38 Serre [ll, Chap. XIII, $4, Theorem 11. 
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gilt [vgl. 1.4.3, Formel (48)]. Wegen (59) kann die Verzweigungsordnung 
von K/Q nicht teilbar durch 2 sein. Die Verzweigungsordnung von L/Q2 
ist aber gleich 2”-1, wenn A, die Ordnung 2” (n > 2) besitzt. Also ist 
K/Q% unverzweigt und K ist somit in Qz(A,t) enthalten. Wir haben dann 









Dabei ist mit T der Frobeniusautomorphismus von Q2(A2*)/K bezeichnet, 
aufgefaDt als Element von g = G(L/K). Die Gruppe u = G(L/Qa(A2,)) ist 
isomorph zur Galoisgruppe von Qz(Az)/Qz . Diese ist i.a. zweifach er- 
zeugt, namlich durch das Element 
p: 5+1;-laufA, (61) 
van der Ordnung 2, sowie durch das Element 
u : 5 + l?+22 auf A, (62) 
von der Ordnung 2n-2 (vgl. etwa Hasse [8, Seite 571). Somit ist 
9 = <P> x (0) x (7) (63) 
eine abelsche Gruppe, die i.a. dreifach erzeugt ist. Wir wahlen nun in G 
Vertreter 24, , u, , U, der Elemente p, u, r aus g. Zu diesen gehbren Potenz- 
faktoren alp , CI,, 01, und Kommutatorfaktoren yO,l, , yp,+ und yO,I .37 
Zwischen ihnen gelten u.a. die folgenden Relationens*: 
Wir betrachten nun zunachst die Beziehung u,u, = u,,u,y,., . Wir wollen 
U, durch ~$3, ersetzen, so da13 der Kommutatorfaktor verschwindet. Die 
Bedingung hierfi.ir ist 
YW = 8,0-l. (65) 
s7 Alle or’s und y’s liegen wegen 2.1.1 in As . 
58 Zassenhaus [17, Kap. III, $81. 
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Nun hat man 
go-1 = 62% 
7 7 (66) 
nach (62). Andererseits ist wegen der ersten Formel von (64) 
weil T alle Elemente aus A, festlaDt. Nun bedeutet (wieder nach (62)) die 
Anwendung von N,, auf die Elemente aus A, die Potenzierung mit 
1 + (1 + 2”) + *.* + (1 + 22)2”-e-1 = (( 1 + 22)@ - l)/((l + 22) - l), 
also mit einer Zahl, die (nach 25.1) 2n-2 als maximalen 2-Teiler besitzt. 
Die Ordnung von ?/O.T ist demnach hijchstens 2n-2, somit ist wegen (66) 
die Gleichung (65) durch ein Element 6, E A, l&bar. 
Wir wollen daher im weiteren annehmen, daD 1/0,7 = 1 ist, d.h. u, mit 
u, vertauschbar ist. Dann ist a, such vertauschbar mit u,6 fur alle 6 aus 
A2 , denn T wirkt trivial auf A, . Dies werden wir im folgenden benutzen, 
wenn es notwendig sein wird, u, seinerseits durch einen Faktor aus A, 
abzuandern. 
Wir betrachten nun die Beziehung u,,u, = u,,u,y,,, . Ersetzt man hier 
u, durch u,&, , so ist die Bedingung fur das Verschwinden des Kommu- 
tatorfaktors yO,p = SE-l. Wegen (61) ist S:-l = Si2, also hat man die 
Losbarkeit von 
YU,P = a,2 (67) 
zu untersuchen. Wir nutzen dabei die zweite Relation unter (64) aus. 
Danach ist &, = a,2 wegen (61). Nun ist rzu nach der oben schon 
durchgefiihrten Rechnung die Potenz von 3/0,p nut einer Zahl, welche 
2n-2 als maximalen 2-Teiler besitzt. Das Element 01, aus A, ist invariant 
unter u und somit eine vierte Einheitswurzel. Es folgt rzi’ = 1, also ist 
yO,p in der Tat ein Quadrat in A, , d.h. (67) ist l&bar. Es kann somit fur 
das Folgende angenommen werden, dafl u, such mit u, vertauschbar ist, 
d.h. daD yO,O = 1 gilt. 
Bezeichnet man mit E den Fixkijrper zu der Untergruppe b = (p) x (T) 
von g in L und mit c4 eine primitive vierte Einheitswurzel, so gilt fur r 
ww Ye.+ = h = 1 
r = (6 u,4 81~ (QL, -42th b,4J (68) 
mit einem Faktorensystem du,” &, v E b), zu welchem beziiglich der 
Darstellung von b = (p) x (T) die Potenzfaktoren a,, 01, sowie der 
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Kommutatorfaktor yp,7 gehoren. Wir behaupten nun, da13 das zyklische 
verschrdnkte Produkt (E, u, a,) in (68) zerfallt. Denn a, ist einerseits ein 
Element von Az und andererseits in K enthalten, so darj o(, nur gleich + 1 
oder - 1 sein kann. Doch - 1 ist Norm bei der Kiirpererweiterung E/K. 
1st namlich E' der Fixkorper von p in Qz(Az), so ist -1 sogar Norm bei 
der Erweiterung El/Q2 .3g 
Es bleibt also nur der Schursche Index des verschrankten Produktes 
r’ = (K(14, &), 6, C&J zu untersuchen. Wir werden zeigen, da13 man 
such den Kommutatorfaktor yL),7 zu 1 machen kann. Allerdings wird die 
Abtinderung diesmal nicht mehr einem Faktor aus A miiglich sein. Fi.ir 
die nachste Rechnung verwenden wir die Abkiirzung y = y,,, . Das 
Element y liegt in A, und ist nach (68) invariant unter u, also ist y eine 
vierte Einheitswurzel und daher gilt 
y = 56 (69) 
mit einem E, welches die Werte E = 0, 1, 2 annehmen kann. Es ist 
upu, = u,u,y. Ersetzt man darin U, durch u,8 mit einem 8 aus K(c4 , Ag), 
so bekommt man fur das Verschwinden des Kommutatorfaktors die 
Bedingung 
y = &-I. (70) 
Man bestatigt nun durch direktes Nachrechnen, da13 die Gleichung (70) 
durch das Element (1 - LJF aus Q2(&) gel&t wird. Dabei ist 6 die Zahl, 
welche in (69) vorkommt. Es ist namlich 
6-1 = ((1 - Qqo-1 = (1 - <;l)ql - [,)E = r;,’ = y. 
Iindert man also U, durch den Faktor 6 = (1 - c4)c ab, so verschwindet 
der Kommutatorfaktor und zu u,6 gehijrt dann der Potenzfaktor 
or, ’ = a,[(1 - [‘)~]NT = (1 - cd)’ ord(7) (71) 
letzteres, da 1 - & invariant unter T ist. Somit haben wir gezeigt, daD 
(72) 
in das Tensorprodukt zweier zyklischer verschrdnkter Produkte tiber K 
zerfallt. 
S9 Letzteres sieht man unter Benutzung der lokalen Klassenkiirpettheorie so ein: 
Bei der zu Q&&)/Q2 gehtirigen ReziprozitSitsabbildung wird - 1 gerade auf das Element 
p abgebildet. Aber p Itit E’ fest, folglich liegt -1 in der Normengruppe von E//Q*, 
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Wir betrachten nun zuerst T, = (K(c& p, CQ,). Der Potenzfaktor 01, ist 
in K enthalten und andererseits ein Element von As . Also ist CX, = &l 
und es gilt 
Cd = 1, falls OIp = $1, 
4r,) = 2, falls cy, = -1. 
(73) 
Nun untersuchen wir r, = (K(A 2’ ) , T, a,‘). Wegen der Unverzweigtheit 
von K(A,,)/K kann die Hasse-Invariante von r, leicht bestimmt werden 
1st ug die durch v,(2) = 1 normierte additive Bewertung von K, so gilt 
nach Definition der Invarianten 
V2(%‘) 
iwC2) = K(A2,) : K mod 1. 
Wegen ~((1 - 163”) = 1 ergibt sich hieraus, wenn man den Ausdruck 
(71) in (74) einsetzt, die Formel 
inv,(T,) = i mod 1. (75) 
r2 zerfallt demnach genau fur E = 0 mod 2. Nach der Definition von E 
durch (69) gilt also 
Q2) = 1, falls y2 = +l, 
U2) = 2, falls y2 = -1. 
(76) 
Urn jetzt such den Schurschen Index s(r) = s(a) zu berechnen, 
betrachten wir die von r’, r, , I’, in H2(K([, , A,t)/K) bestimmten Ele- 
mente c*(p), c*(r, , c*(r,). Nach (72) gilt die Formel C(F) = c(r,) c(r,). 
Hieraus folgt zusammen mit (73) und (76) schlieBlich 
s(r) = 1, falls ~~01, = f 1, 
s(r) = 2, falls ~~01~ = - 1, 
(77) 
denn H2(K(14 , A,r)/K) ist zyklisch. 
7. Wir kommen jetzt auf die eingangs dieses Paragraphen ge- 
schilderte gruppentheoretische Situation zurtick. Durch die kiirper- 
theoretischen Betrachtungen der letzten drei Abschnitte haben wir eine 
Losung der in 2.1 dargelegten Fragestellung gefunden. Wir fassen unsere 
Ergebnisse ausftihrlich in dem folgenden Satz zusammen: 
641/3/r-7 
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2.7.1. Es sei k ein p-adischer Kiirper, d.h. eine endliche Erweiterung 
eines rational p-adischen Kiirpers Q, . Fiir solches k betrachten wir die in 
1.43 ausftihrlich beschriebene Situation. 
Danach lal3t sich G darstellen als Gruppenerweiterung G = (A, g, c,,,) 
der zyklischen Gruppe A mit der abelschen q-Gruppe g derart, da13 g 
treu wirkt auf A und der g-Modul A vertrdglich ist mit k. Der gesuchte 
Schursche Index S&Y) von x tiber k ist gleich dem Schurschen Index des 
yerschrankten Produktes 
r = (k(A), 9, c,.J 
mit demselben Faktorensystem c,,, . Es gilt: 
I. 1st p = q und auperdem q f 2, so ist (nach 2.2.1) stets 
Sk(X) = 1 
Dasselbe gilt (nach 2.2.3) such im Falle q = 2, wenn man noch voraussetzt, 
daJ der Fixkiirper K der Automorphismengruppe g von k(A) die vierten 
Einheitswurzeln enth2ilt. Nimmt man dies nicht an, so ist fur s(F) noch der 
Fall s(r) = 2 miiglich. Genauer gilt unter den zusatzlichen Voraussetzungen 
k = Qz und K : Q, f 0 mod 2 *O das Folgende: 
Die Gruppe g I$t sich darstellen in der Form 
9 = <P> x <a> x (7) (78) 
als direktes Produkt dreier zyklischer Gruppen. Hierbei wirken p und CT 
trivial auf dem 2-reguliiren Bestandteil A,! von A, wiihrend ihre Wirkung 
auf dem 2-Bestandteil A, von A durch 
p : 5 -+ 5-1 und a : 5 -+ cl+“’ (79) 
gegeben ist. Der Automorphismus T hingegen ist trivial auf Az und stimmt 
auf As’ mit dem Frobeniusautomorphismus von K(A,l)/K iiberein. 
Nach Wahl geeigneter Vertreter u, , u, , u, von p, CT, r in G gelten die 
Relationen: 
UP.3 = %U, , w4 = w, 9 
% z- 
030) 
- $99 up, = l&t&y. 
Hierbei ist alp = f 1, und y ist eine vierte Einheitswurzel. Nach (77) gilt 
dann fur den Schurschen Index von x die Formel 
s*(x) = 1:: 
falls 01 y2 = +I, 
falls CX~J+ = - 1. (81) 
4o Vgl. hierzu das zu Beginn des vorigen Abschnitts Gesagte. 
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II. Wir setzen jetzt p f q voraus. Bezeichnet man mit K wieder den 
Kiirper K = k(X), so ist K(A,) ein Zerfiillungskiirper von x und s(x) ist ein 
Teiler von p - 1 (vgl. 2.3.2). Die abelsche q-Gruppe g ist (nach 2.3.4) von 
einem Rang kleiner gleich 2. Dabei ist g fiir s(x) f 1 genau dann zyklisch, 
falls der Kiirper L = k(A) aus K durch Adjunktion einer primitiven p-ten 
Einheitswurzel entsteht. 
Wir betrachten nun den zyklischen und den nicht-zyklischen Fall der 
Ubersichtlichkeit halber gesondert: 
(i) g ist zyklisch. 
Mit T bezeichnen wir ein erzeugendes Element von g. Es sei 
ord(T) = L : K = q*. 
Man kann annehmen, daJ r den Frobeniusautomorphismus des maximalen 
unverzweigten Teilkiirpers T von L/K induziert. Der Einfachheit halber 
wollen wir noch k = Q, voraussetzen. Dann ist T = K(A,t) und T ist 
durch 
charakterisiert mit pfK als der Anzahl der Elemente des Restklassen- 
kiirpers von K. Somit ist fK bekannt, wenn die Gruppentafel von G 
gegeben ist. Dasselbe gilt dann such fur qwK, die maximale in pfK - 1 
aufgehende q-Potenz. Mit q mu’ bezeichnen wir die Ordnung des von T auf 
A,! induzierten Automorphismus ~$1 
q%’ = ord(Tpl). 
Nach Wahl eines (geeigneten) Vertreters U, von T in G gilt mit einem /3 
aus A, die Relation 
u;” = p. 
Nach 2.4.3 gilt dann fir den Schurschen Index von x die Formel 
denn es ist m D* = f(L/K) und e(L/K) = m - f(L/K). 
(ii) g ist nicht-zyklisch vom Range 2: 
Es gibt dann unabhiingige Erzeugende CT, r von g 
9 = (0) x (7)~ ord(u) = go, ord(T) = qb (83) 
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derart, da$l r den Frobeniusautomorphismus des maximalen unverzweig- 
Teilkiirpers41 T = K(A,t) von L/K induziert 
r : 5 -+ 5~‘” auf A,! (84) 
und 0 dessen qf(FJK)-te Potenz 
(Zu den Bezeichnungen vgl. die Liste zu Beginn von 2.4.) Nach Wahl 
(geeigneter) Vertreter U, bzw. U, von u bzw. 7 bestehen die Relationen 
mit Elementen 01, /3, y aus A, . Im Endomorphismenring von A, gelten die 
Teilbarkeitsbeziehungen 
N, 17 - 1 und N, 1 u - 1 
7-1 d.h. es existieren -- und a--l . 
Abschnitt 5; beachtezbei A, C wyh4it q 
(Zu dieser Schreibweise vgl. 
“K bezeichnen wir die maximale 
inflK - 1 aufgehende q-Potenz: 
WK = v,(p*” - 1) 
und qbD’ sei die Ordnung des von T auf A,, induzierten Automorphismus 
5-D’ : 
qbpr = ord(T,/) 
so daD also b,! = f(L/K) ist. 
Fiir den Schurschen Index von x gilt dann (nach(56)) die Formel: 
7-l l--o 
s&y) = qh ord{(cll% j3T y)@} 
wobei h durch 
bestimmt ist. 
Hat also das Element 
I1 Vgl. 2.4.6. 
qh = ord(/ggwK-Q-b~“) 
r-l 1-o 
(LXX BF Y) 
(87) 
(88) 
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von A, eine grtijere Ordnung als qh, so gilt 
7-l l--o 




$3. DIE SATZE VON SOLOMON UND FONG 
Am SchluD wollen wir noch auf die bekannten Resultate von Solomon 
[15] und Fong [5] eingehen. Es handelt sich dabei urn “qualitative” 
Aussagen, die eigentlich im AnschluD an den dritten Abschnitt des vorigen 
Paragraphen hatten dargelegt werden konnen, doch wollten wir an dieser 
Stelle den ohnehin etwas komplizierten Weg zu den quantitativen Aus- 
sagen, an denen uns hier am meisten gelegen war, nicht unterbrechen. 
Wir zitieren zunachst das Ergebnis von Solomon: 
Es sei G eine endliche Gruppe und n das Produkt der in G : 1 auf- 
gehenden Primzahlen. Wir setzen k = Q(ndi) im Falle 2 T (G : 1) und 
k= Q("did-1) im Falle 2 1 (G : 1). Jeder absolut-irreduzible Charak- 
ter x von G ist dann realisierbar iiber k(x). 
Beweis. Zunachst geniigt es wegen 0.3.1, die obige Aussage fiir jedes 
Q, statt Q zu beweisen. (Die archimedischen Stellen machen offensichtlich 
keine Schwierigkeiten.) Ferner wollen wir von der in $1 geschilderten 
Reduktion auf elementare Gruppen Gebrauch machen. Wir haben dem- 
nach zu zeigen: Liegt fur k, G und x die in 1.4.3 beschriebene Situation 
vor und ist dabei k ein p-adischer K&per, der die n-ten und im Falle 
2 I(G : 1) zusiitzlich noch die vierten Einheitswurzeln enthalt, so ist 
s&y) = 1. Dies folgt aber direkt aus 2.3.2, 2.2.1 und 2.2.3. 
Fast ebenso leicht ergibt sich aus dem Zusammenhang von $2 der Satz 
von Fong: 
Es sei G eine endliche Gruppe und 1 eine Primzahl. 
G : 1 = 1-m 
sei die Zerlegung von G : 1 in eine 1-Potenz und eine nicht durch 1 teilbare 
Zahl m. Wir setzen k = Q(“V’i), falls 1 f 2 und k = Qcml/i, d7) im 
Fall 1 = 2. Dann istjeder absolut-irreduzible Charakter x von G realisierbar 
iiber k(x). 
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Beweis. Wie beim Beweis des Satzes von Solomon zieht man sich auf 
lokale Grundkiirper und elementare Gruppen zuriick. (Die archimedischen 
Stellen kann man hier nicht von vornherein ausschlieBen.) Wir haben 
dann zu zeigen: Liegt fiir k, G und x die in 1.4.3 beschriebene Situation 
vor und ist dabei k ein lokaler Kbrper, der die n-ten Einheitswurzeln und 
im Falle I = 2 zusatzlich noch die vierten Einheitswurzeln enthah, so 
ist s,&) = 1. 
Zuntichst sei k = R der K&per der reellen Zahlen. Ware dann sg(x) f 1, 
so mi,iBte 2 ( (G : 1) gelten. Fur diesen Fall hatten wir aber dq E k 
vorausgesetzt. 
Sei k jetzt also ein p-adischer Kijrper und p die Charakteristik seines 
Restklassenkorpers. Wir haben verschiedene Falle zu unterscheiden: 
(a) Es sei p f q und p f 1. Dann liegen nach Voraussetzung alle 
Elemente von A, in k und daher ist Q(X) = 1 nach 2.3.2. 
(b) Es sei p = q. Dann ist s&) = I nach 2.2.1 und 2.2.3. 
(c) Es bleibt noch der Fall p # q und I = p zu betrachten. Aus 
der Voraussetzung folgt k(A) = k(A,), so da@ wegen 2.3.1 angenommen 
werden kann, daB g zyklisch ist. Demnach ist r eine zyklische Algebra, 
also von der Gestalt 
mit einer Erzeugenden u von g und einem Element 01 aus A, (vgl. 2.1.1). 
Nun hegen aber wegen q # 1 die (A Q : l)(g : I)-ten Einheitswurzeln in k. 
Folglich ist jedes Element von A, die (g : l)-Potenz einer Einheitswurzel 
aus k. Also ist 01 eine Norm und T zerfallt. 
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